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ONSOZ
Jeodezi-1 kitabi, Universitelerin Miihendislik Fakiiltelerinin Harita (Geomatik)
Miihendisligi Boliimlerinde ve Meslek Yiiksekokullarmin Harita-Kadastro program-
larinda gosterilen Jeodezi, Kiiresel Trigonometri adir altinda okutulan derslere yonelik
olarak hazirlanmistir. Bu kitap her ne kadar 6grenciler i¢in diistiniiliip hazirlanmissa da

direkt ya da dolayli olarak jeodezi (haritacilik) faaliyetlerinde bulunacaklar i¢in stirekli
bir bagvuru kaynagi olarak da kullanilabilecegi iimit edilmektedir.

Son yillarda bilgisayar teknolojisinde ve dlgme aletlerindeki gelismeler jeodezide ¢igir
acmustir. Ozellikle GNSS teknolojisi sayesinde yiiksek dogruluk ve hizda, noktalarin
direkt konumlar1 belirlenebilmektedir. Onceleri hesaplamalardaki giicliikler nedeniyle
yeglenen grafik ve yaklasik ¢oziimler, bilgisayarin sagladigi genis, hizli ve dogru islem
yapma yeteneklerinden dolayr yerlerini kesin ¢6ziim ydntemlerine birakmustir.
Boylelikle jeodezik hesaplamalar gercege daha yakin bir bigimde yapilabilmektedir.

Kitap 5 boliimden olusturulmustur. Kitap da sirasiyla; Giris ve Temel Tanimlar,
Kiirede jeodezik hesaplamalar, Kiiresel Koordinat sistemleri, Kiire ylizeyinde kestirme
hesaplari, Harita Projeksiyonlari konulari teorik agiklamali ve sayisal uygulamali
olarak verilmistir.

Kitabin konuyla ilgileneceklere yararli olmasini diler, basimda emegi gecgenlere
tesekkiir ederim.

Prof. Dr. Sebahattin BEKTAS
Eyliil, 2021-Samsun
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1. GIRIS

1.1. Temel Bilgiler ve Tanimlar

Jeodezinin Tanimi ve Tarihgesi

[k ¢aglardan giiniimiize kadar, bir yandan insanoglunun iizerinde yasadig1 diinyanin
sekil ve biiyiikliiglinii 6grenme meraki, diger yandan savunma, ulagim, bayindirlik ve
kadastral hizmetlerin yiiriitiilmesi i¢in gerek duyulan harita yapimi ve uygulamasi
cabalar1 jeodezi biliminin dogma ve gelismesine neden olmustur. Jeodezinin
uygarlik tarihinin ilk mesleklerinden oldugu tartisma gotiirmemektedir. M.O. 2400
yillarinda Misir’da Nil nehri ¢evresinde yasayan insanlarin, Nil nehrinin tagmasi
sonucu ekilen arazilerinin zarar gérmesi ve arazi sinirlarinin yeniden belirlenmesi
caligmalarindan (miilkiyet kadastrosu) ilk jeodezik faaliyet olarak bahsedilmektedir.
Ayn1 donemde ilk diinya haritas1 Babilliler tarafindan bir tablet iizerine ¢izilmistir.
Bu tarihten giiniimiize kadar jeodezi bilimi bilimsel ve teknolojik gelismelere bagli
olarak pek cok gelisme gecirmistir. Bugiin jeodezi uydu tekniklerini ve bilgi
sistemlerini yaygin olarak kullanan bir noktaya gelmistir. Jeodezi kelimesi koken
olarak; jeo: yer, dezi: 6l¢mek, bolmek anlamina gelen iki kelimenin birlesmesinden
ortaya ¢ikmistir. Ancak buradaki -dezi son ekininin Jeodezi kelimesi disinda hemen
hemen hi¢ kullanilmamasi Jeodezinin kamuoyu tarafindan anlagilmasini olabildi-
gince engellemis ve uzun yillar jeodezi kelimesinin iilkemizde yeterince anlagilama-
masina neden olmustur. Jeodezi basit tanim olarak yer 6l¢iisti anlamina gelmektedir.
Jeodezinin daha genel tanimi i¢in, yeryuvarinin tamaminin ya da bir pargasinin
zamana bagli olarak seklini, blyiikliigiinii ve ¢ekim alanini belirlemeyi amag
edinmis bir bilim dalidir diyebiliriz. Bu tanimlamadan jeodezinin iki temel gorevinin
oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Bunlardan birincisi kapsam olarak matematik jeodeziye
giren yeryuvarmin sekli ve biiylkliglinii belirlemek, pratik anlamda yeryuvarinin
tamaminin ya da belli bir parcasinin bir 6l¢ek dahilinde kiigiiltiiliip bir altlik lizerinde
gosterilmesidir. Digeri ise fiziksel jeodeziye giren yercekimi-gravite vektoriiniin
blyiikliglinii ve yoniini (¢ekiil dogrultusunu) belirlemektir. Jeodezinin bu iki temel
gorev alanmin simirlarimt kesin olarak birbirinden ayirmak miimkiin degildir.
Ormnegin tiim jeodezik olciimlerde ¢ekiil dogrultusunun referans almmasi fiziksel
jeodeziyi matematik jeodezinin i¢ine sokmaktadir.
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Fiziksel yeryliziinlin tamaminin veya bir parcasmnin seklinin ve biiyiikliigiinlin
belirlenmesi ya da diger bir deyisle haritasinin ¢ikarilmasi i¢in yeryiiziinde yeter
siklikta ve dogrulukta noktalarin konumlarmin (i¢ boyutlu koordinatlarinin)
belirlenmesi gerekir. Bu konum belirleme islemi diinya i¢in segilecek bir {ic boyutlu
dik koordinat sistemi lizerinde gerceklestirilebilir. Buna ii¢ boyutlu jeodezi (3B)
diyoruz. GPS uygulamalarinin giderek yayginlasmasi 3B jeodeziyi daha giincel hale
getirmektedir. Konum belirleme probleminin diger bir ¢oziimii de klasik pargali
yaklasimdir. Klasik parcali yaklasimda (2B+1B), yatay konum ve diisey konum ayr1
ayr1 belirlenir. Once yeryiiziindeki noktalar secilen bir referans yiizeyine (elipsoid,
kiire, teget diizlem) izdustiriiliir ve yapilan dogrultu ve uzaklik Olgiilerinden
yararlanarak noktalarin bu referans yiizeyi {izerindeki yatay konumlar1 (2B)
belirlenir. Noktalarin diisey konumlar1 (1B) i¢in s6z konusu izdiisiim noktalar ile
asil noktalar arasindaki uzakliklar ayrica belirlenir. Pratik gereksinimler i¢in klasik
parcali yaklasim yontemleri giliniimiizde de gecerliliklerini korumaktadirlar. Bu
kitabin kapsami genel olarak (2B) jeodezi tekniklerini igermektedir.

1.2. Jeodezinin Odevleri

Hemen hemen tiim disiplinlerde oldugu gibi Jeodezinin 6devlerini de iki grupta
toplayabiliriz[12]. Bu gruplarin birincisinde diger disiplinlerle ortak yiiriitiilen
faaliyetler ikinci grupta da salt jeodezicilerin yiiriittiigii faaliyetler yer almaktadir.

1. grupta jeodezinin katkistyla ve diger disiplinlerle ortak yiiriitiilen faaliyetler
olarak;

- Toplu halde yasama ilkesine yonelik Toplumsal faaliyetler (Savunma, kadastro,
imar uygulamasi, arazi toplulagtirmast)

- Dogay1 tanimaya yonelik Bilimsel faaliyetler (Diinyanin sekli, biiyiikligi ve
gravite alaninin belirlenmesi, yer dinamigi problemleri gibi)

- Dogay1 yeniden diizenlemeye yonelik Teknolojik faaliyetler (Yol, baraj, igme
suyu, enerji iletimi, kanalizasyon, sulama ve kurutma faaliyetleri gibi)

1. grupta yalnizca jeodezik faaliyetler olarak;

- Temel aglarin(nirengi, nivelman, gravite) kurulmasi ve yasatilmasi

- Temel haritalarin yapimi ve giincellestirilmesi

- Jeodezik veri taban1 CBS(cografi bilgi sistemi) olusturma ve siirdiirme

sayilabilir.
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A

[k caglardan beri insanlarin iizerinde yasadiklar1 dogay1 tanima meraklarindan dolay1
diinyanin sekli ve biiyiikliigii konusu ilgisini ¢ekmistir. Insanlarin dogay1 tanima
meraklar1 bilimsel faaliyetlerin odak noktasini olusturmustur. Gergekten de bugiin
pek cok bilim dali, dogay1, dogadaki olaylarin neden ve sonuglarini arastirmakta ve
bunlar1 kurallara baglamaya c¢aligmaktadir.

Gerek bilimsel amaglara, gerekse pratik amaglara yonelik olsun jeodezik ¢aligmalarin
degerlendirilebilmesi i¢in yeryiiziiniin ger¢ek sekline bir model kabul etmek ve bu
modelin tanimin1 yapmak gerekir. Yeryiiziiniin modeli olarak, yerin atmosfer ile
arakesitini almak miimkiin degildir. Her ne kadar diinya denizleri (okyanuslar)
diizenli bir sekil gosteriyorsa da ¢esitli engebeleri olan kara pargalarinda boyle bir
diizen yoktur. Yeryiiziiniin modeli olarak almacak ylizeyin yerin fiziksel yapisina
uygun olmasi, matematik olarak ifade edilebilmesi ve Ol¢li islemleri ile baglantisinin
kolay olmas1 gibi 6zellikler beklenir[4],[6], [20].

Ik ¢aglardan giiniimiize kadar diinyanin sekli hakkindaki varsayimlar degisik
asamalar gec¢irmistir. Yeryuvarmin sekli olarak tarihsel siire¢ iginde sirayla diizlem,
kiire, elipsoid ve jeoid sekilleri almmustir [25]. M.0.2400 yillarinda Babillilere gore
diinyanin sekli etrafi denizlerle ¢evrili bir daire, disk (diizlem) olarak kabul
edilmistir. Bu tarihlerde Hecetaeus (M.0.550-500) yapmus oldugu ilk harita Sekil-1
de goriilmektedir.

Sekil -1 Hecetaeus 'un diinya haritasi
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Yunanli astronom ve cografyact Batlamyus’un (Ptolemius) (87-151) yazdig 13
ciltlik Almagest 6liimiinden sonrada ¢ok uzun siire astronomlara el kitab1 oldu. 827
de Arapgaya 12.yiizyilda latinceye c¢evrildi. Bugiinkii anlamda eski ¢ag diinyasinin
ilk haritasini (sekil- 2) yapti.

Sekil-2 Ptolemius 'un ilk diinya haritast

Tarihsel siire¢ i¢inde pek ¢ok diinya haritasi yapilmistir. Bunlardan bizim i¢in en
onemlilerinden bir tanesi hi¢ sliphesiz Kanatl at (pegasus) seklinde yapilan diinya
haritasidir (sekil-3).

“Dértnala gelip Uzak Asya'dan,
Akdeniz'e bir kisrak bas1 gibi uzanan,
bu memleket, bizim.” (Nazim Hikmet, Davet, 1929)

Haritada goziiniize ¢arpan ilk sey kanatl at oldu, oyle degil mi? Resmin altinda
belirtildigi gibi o aslinda bir harita, daha da onemlisi eski Asya’yr gosteren bir
harita. Ik dikkatinizi ¢eken kanatli atin ismi Pegasus ve bizimle iki alakasi var:
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Birincisi Pegasus, Yunan mitolojisinde ilham gétiiren varlik olarak bilinir. Ama
sadece sairlere. Bir digeri de Pegasus un basinin oldugu yer Anadolu... Iki farkl
insan, iki farkl zamanda birbirlerinden habersiz; biri dizelerine dokmiis Anadolu’yu,
biri de beyaz tuvaline. Olur ya, belki Nazim gordii bu haritayr ondan ilham ald,
belki de Pegasus bu olanlari biliyormuscasina aktardr ilhamint Nazim’a...(Cansu
K&meg, Ortanca Diigme iliklemesi)

Sekil -3 (Heinrich Biinting: Mitolojik kanatli at seklinde Asya haritasi. 1581.)

M.0.600 yillarinda Pisagor kardeslerce, diizenli yiizeyler arasinda en uygunun kiire
olmas1 diisiincesi ile yerin seklinin kiire bigiminde oldugu ileri siiriilmiistiir.
Aristoteles (M.0.384-322) de yapmus oldugu gozlemlerle diinyanm seklinin kiire
olmas1 gerektigini ileri siirdii. Aristoteles; belirli bir yonde gidildiginde ufkun
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stirekli degismesi, agik denizden karaya yaklasan bir geminin 6nce bacasinin sonra
giivertesinin goriinmesi ve ay tutulmasinda diinyanin ay istiindeki golgesinin daire
yay1 bigiminde olmasi gibi nedenlere dayali olarak yerin seklinin kiire oldugunu
ispatlamaya c¢alismistir. Diinyanin sekli olarak alinan kiirenin yarigapini Olgiilere
dayal1 olarak belirleyen ilk bilgin Erastosthenes’tir (M.0.250). Erastosthenes’den
sonra da daha bir¢ok bilim adami diinyanin sekli olarak kabul edilen kiirenin
yaricapini belirlemek i¢in ¢caligmalar yapmuistir.

Sekil —4

Erastosthenes, Bugiin Misir’da bulunan Asuan’da giines isilarinin yere tam dik
geldigi anda ertesi y1l ayni anda iskenderiye’de giines 1sinlarinin yere diiseyle 7.2°
ac1 yaparak geldigini Olgerek belirlemistir. Yerin kiire oldugu varsayimindan
hareketle bu aginin Iskenderiye ile Asuan kentini yerin merkezinde goren ag1 oldugu
ortaya ¢ikar (sekil — 4). ki sehir arasindaki uzaklik o zamanki uzunluk 6l¢ii birimi
stadya (I Stadya = 185m) biriminden 5000 stadya oldugu belirlenmistir. Bu
durumda yeryuvarinin yarigapi,

S
merkez ag1 = yay / yaricap o=

esitliginden diinyanin yarigcap1 R
S _ 5000Stadya

R=2

=39789 stadya = 7361km.
a 7.2°/ p°

p’ =180/t =157.2958" (dereceyi radyana ¢evirme katsayisi)

olarak belirlemistir.

Yerin yarigapt degisik bir sekilde de Biruni (983-1048) tarafindan belirlenmistir.
Biruni, deniz kiyisinda (H) yiiksekligi belli olan bir tepede deniz ufkuna yapilabilen
bir gozlemle yatay ile ufuk arasindaki Olgiilebilen diisey ac¢inin (o) yeryuvari
merkezindeki aciya esit olacagindan hareketle yeryuvari yarigapinin (sekil-5) den
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Sekil — 5

H cosa
cos o = =

R+H 1—cosa

biciminde hesaplanabilecegini gostermistir. Biruni bu islemi Hint okyanusu kiyisinda,
denizden yiiksekligi H = 652 arsin olan Zira-El-Sevda daginda yaparak o agisini 33'
olarak 6l¢miis ve yarigapt 3333 Arap mili (6425.685 km) ve 1 derecelik meridyen
yay1l uzunlugunu 58.2 Arap mili (118.1 km) ve yerin ¢evresini 42516 km olarak
hesaplamistir. Ancak teorik dayanagi tam olan bu yontem pratikte diisey acilar
tizerindeki refraksiyon (1s1n kirilmasi) etkisinin tam olarak giderilememesi yliziinden
hatali sonuclar vermektedir.

Ornek: Deniz kiyisinda yiiksekligi H olan bir tepeden deniz ufkuna bakiliyor ve
diisey ac1 degeri Z=100.25% olarak Ol¢iiliiyor. Buna gore tepenin H yiiksekligini
bulunuz.

cosa = R KH — RQzcosa) _ 49.117m
R+H cosa

Ornek: Deniz kiyisinda boyu 170cm olan birisinin gérebilecegi ufuk mesafesini
hesaplayn.
S=[(R+H)*-R*]"*= (2HR) *=4653.816m

Yeryuvarmin biyikligi karsilikli diisey ag¢1 Olglimlerinden de yararlanarak
belirlenebilir (sekil-6).
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=2 +Z,-180"
o =yay /yarigap =S /R den
yeryuvarinin yarigapi

R=p°’S/a

esitliginden bulunur.

Sekil —6

Bu yonteme gore birbirini géren ve olabildigince birbirinden uzak iki nokta arasinda
karsilikli diisey ac1 Olctimleri (Z,, Z,) ve noktalar arasi yay uzunlugu (S) den
yaralanarak bu S uzunluguna karsilik gelen merkez a¢1 a bulunabilir. Ancak bu
yontemde de diisey agilar tlizerindeki refraksiyon etkisi nedeniyle saglikli sonuglar
alimamamaktadir.

Ornek: Diinyanin yaricapmin yaklasik olarak belirlenmesine yonelik olarak
birbirinden 30km wuzakliktaki iki tepeden birbirine karsilikli olarak diisey ag1
gdzlemi yapilmis ve Z,;=92° 00 00" ve Z,=88" 16 11 degerleri Sl¢iilmiistiir. S6z
konusu oOl¢limlerden yararlanarak diinyanin yaricapinin belirleyiniz. Bu yontemle
yaricap belirlemenin ne gibi sakincalar1 olacagini irdeleyiniz.

«=Z;+7Z,—180=16'11" = 0,2697222°

R = - =6372754,055m

SRR

Hata hesab1

Yarigapin bu sekilde Olgiilere dayali olarak belirlenmesinde yapilacak hata
dogrudan hesaplamada kullanilan 6l¢iilerin hatalariyla iligkili olacaktir.

Diferansiyel alarak;
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aR= a5 S g
a a

Hata yayilma kural1 uygulayarak

= (ame] ()
mr = | —mg + — ma
a a
bagintilarindan kolayca bulabiliriz.

Ornek: Yeryuvari yaricapinin belirlenmesi i¢in yapilan iki nokta arasindaki olgiiler
ve Ol¢ii hatalar1 agagida verildigine gore

S=925km. o&lgiilen yay boyu
a=(7.2°/ p°)=0.12566 rad. ol¢iilen merkez ac1
mg=+500m m,==0.5'= +1.454 x10*rad. (karesel ortalama hatalar)

Yarigapt ve yarigap belirleme islemi sonucundaki hatayr hem diferansiyel alarak
hem de hatalarin yayilma kuralina gore belirleyiniz ve sonuclari irdeleyiniz.

Coziim:

Diferansiyel alarak hata hesabi yapabimek i¢in 6l¢ii hatalarinin isaretinin artt m1 ya
da eksi mi bilinmesi gerekir. Hatalarin isareti de bilince artik onlara hata demek de
dogru olmaz artim demek daha dogru olur. Artimlar1 6l¢ii hatalarinin “+” isaretlileri
olarak kabul edersek yaricap hesabindaki artimi asagidaki gibi buluruz.

dS= +mg= +500m

do=+m,= +1.454 x10™ rad. (artimlar)

R=2 =7360.916km
(04
| s
dR = L as -5 da = 3.978km-8.520km
(04 0(2
dR = -4.54km

Yorum: yani uzunluk 500m artar ve merkez ac1 da 0.5' artarsa yaricapdaki degisim -
4.54km olur. Dolayisiyla yaricap degeri

R=7360.916-4.54 = 7356.376km

olur. Ger¢i biz bu durumda olgiilerin diizeltilmis degerlerini kullanarak yarigapin
net hesabini da diferansiyel almadan da asagidaki gibi yapabiliriz.
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R="=(925+0.5)km/(0.12566+1.454x10")rad = 7356.380km
a

fark=7360.916km -7356.380km= -4.536 = -4.54km

Hata yayilma kurali uygulayarak yarigapin karesel ortalama hatasini

R=2

(24

2 2
mg” = [lmsj +[i2maj = 15.831km’ +72.583km’ = 88.414 km’

mg = £ 9.40km

olarak buluruz.

Irdeleme: Diferansiyel alarak hata hesab1 yapmak dogru olmaz. Ciinkii diferansiyel
hesapta 6l¢ii hatalar1 degil dl¢iilerin diferansiyel artimlar1 (dS, do) kullanilir. Diger
bir deyisle bu artimlarin isareti (arti mi? eksi mi?) bellidir. Oysa bizim 0lgl
hatalarimizin isareti + dir yani isaretleri belli degildir ve bir belirsizlik ifade ederler.
Dolayisiyla 6lgiilerin hatasi s6z konusu ise hata hesaplamalarinin mutlaka hatalarin
yayilma kanununa gore yapilmasi gerekir.

Triyangiilasyon
o
Q @
?D ot S (A)Alkmaar
5 &
T G
S s Amsterdam
S E

Leiden 7 wUtrecht

Dortrecht

Sekil-7 Snellius 'un triyangiilasyon agi
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Yer yuvariin yarigapini Olglimlere dayali olarak belirlenmesi ¢alismalarinda dar
bogazin uzunluk oOl¢iisiinde oldugu goriilmektedir. 1500-1600 yillarindaki 6lgme
aletleri diistiniildiigiinde, kilometrelerce uzunlugun belirli bir incelikte Ol¢iilmesi
oldukc¢a zor, hatta olanaksiz olacagi tahmin edilebilir. Bu dar bogaz triyangiilasyon
ile ortadan kaldirilmistir. Bu yontemle, birbirine gére ¢ok uzakta olan iki nokta
arasindaki uzaklik, araya kurulacak zincir {iggenler yardimiyla dolayli olarak
bulunabilmektedir. 1615°de Snellius tarafindan Hollanda’da kurulan bu triyangiilas-
yonun (sekil-7) acilar1 yaricapr 2.5 ayaklik kuadrant denilen ceyrek daire yayi
bigimindeki a¢1 Ol¢ii aleti ile O6lgmiistiir. A¢1 Ol¢melerinde 2' (2 derece dakikasi)
direkt ve 1' da tahmin seklinde okunmaktaydi. Bu iiggen zincirinin bir kenar1 Haag-
Leiden arasi baz olarak 87.05 rute bulunmustur (1 rute = 3,767m). Zincirin en kuzey
ve en giineyindeki Alkmaar ve Bergen op Zoom’da yapilan astronomik gézlemlerle
bu noktalarin enlemleri hesaplanmustir.

Bu enlem degerleri,
®,=5240"30" ve ®y=51°29"00"

olup, bu iki nokta arasindaki enlem farki A® = 1° 11> 30” dir. Triyangilasyon
yardimiyla bu yaya ait meridyen uzunlugu 33930 rute, buradan yeryuvarinin ¢evresi
38640km olarak bulunmustur. Benzer yontemle 1669-1670 yillarinda Picard,
Malvoisine ile Amiens arasina (Paris meridyeni) 13 ticgenlik bir zincir doseyerek 1
derecelik meridyen boyunu 111.211km. buna gore yeryuvarmin g¢evresi 40035.96
km ve yeruvarinin yarigapini da 6371.921km olarak bulmustur.

17. ylizyilin ortalarina kadar yerin sekli kiire seklinde saniliyorken, iki Hollandali
fizik¢i Huygens ve hemen sonra Newton, yerin kendi ekseni etrafinda donmesinin,
seklini etkileyecegi, bdylece bu seklin kutuplarda basik bir kiire yani, donel elipsoid
olmas1 gerektigini ileri slirmiislerdir. Fransiz Bilimleri Akademisi fizik¢ilerin bu
iddialarmni ispatlamak icin farkli enlemlerde meridyen yay boylarinin dl¢limiine karar
verdi. Cassini ailesi tarafindan gerceklestirilen yay boyu dlglimlerinden beklenenin
tam tersine lderecelik yay boyunun kutuplara dogru azaldigi ortaya ¢ikmisti bu
Olctimlere gore diinya kutuplardan degil de ekvatordan basik oluyordu. Kisa siirede
bu ¢eliskinin yapilan bir hesap hatasindan kaynaklandigi anlagilmisti. Akademi
tarafindan yeniden Laponya ve Peru’ya gonderilen iki ekibin yaptig1 meridyen yay1
Olcmeleri sonucu diinyanin seklinin kutuplarda basik bir elipsoid oldugu yeniden
kanitlanmustir.

18.ylizy1l ortalarinda elipsoid iizerinde yapilan hesaplarin 6l¢ii inceliginin 6tesinde
bazi celiskiler gostermesi sonucu, yeryuvarinin sekli olarak elipsoidin de yeterli
bir tanim olamayacagi anlasilmistir. Bu konuda diger 6nemli bir kanit da ¢ekiil
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sapmalaridir. Bilindigi gibi ¢ekiil sapmas1 bir noktada elipsoid normali ile ¢ekiil
dogrultusu (jeoid normali) arasindaki agidir. Yapilan jeodezik ve astronomik Olgiiler
elipsoid normallerinin ¢ekiil dogrultusunda olmadigini gostermistir. Bu amacla
1873 yilinda Listing tarafindan yeryiiziine en uygun sekil olarak Jeoid tanimlan-
mistir.

JEOID: Riizgar, dalga, gel-git, 1s1 degisimi, akintilar gibi dis bozucu etkilerden
arinmig olarak diisiiniilen ortalama okyanus ylizeyinden ve bunun karalar i¢inde de
devam ettigi varsayilmasiyla olugan kapali bir denge yiizeyidir.

Bir espotansiyelli ylizey (nivo yiizeyi) olan jeoidin seklini yerin ¢ekim kuvveti
belirler. Cekim kuvvetinin dogrultusunu her noktada bir ¢ekiille belirleme olanagi
vardir. Jeoid her noktasinda ¢ekiil dogrultusuyla dik a¢1 yapar. Yerin kitle dagilimi
diizensiz oldugu icin buna bagl olan ¢ekiil dogrultular1 da diizensizdir ve bunun
sonucu olarak ¢ekiil dogrultularina dik jeoid yiizeyi basit geometrik bir yiizey
olmakla beraber sekil yoniinden genel olarak bir donel elipsoid yiizeyinden ¢ok
farkli olmayan bir yiizeydir. Helmert bir jeoid yiizeyi ile onun yerine alinacak bir
elipsoid ylizeyi arasinda en ¢ok 100 m. yiikseklik farki olabilecegini sOylemistir.
Diinya i¢in kabul edilen referans elipsoidi ile jeoid arasinda her noktada degisen
yiikseklik farki vardir. Eksi ve arti olabilen bu farklara jeoid yiiksekligi (jeoid
ondiilasyonu) denir ve N; ile gosterilir.

Cesitli i¢ ve dis kuvvetlerin etkisiyle jeoidin ondiilasyonlu bir yapisi vardir. Son
yillarda yapilan uydu gézlemlerinden, Hint Okyanusunda deniz diizeyinin ortalama
deniz diizeyinden yaklasik 100m daha algak oldugu tespit edilmistir. Bu ¢okiintiide
olan bir gemi yerin merkezine 100m daha yakindir. Geminin c¢okiintiiyli terk
edebilmesi i¢in 100m yiikseklikli bir daga tirmanmas1 kadar ek bir giic harcamasi
gerektigi akla gelebilir. Ancak deniz yiizeyinin es potansiyelli ylizey (nivo yiizeyi)
olusu nedeniyle gemi higbir ek gii¢ harcamadan bu ¢okiintiiyii terk eder.
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Ak
Es potansiyelli yiizeyler
(Nivo yiizeyi)

Sekil-8: Espotansiyelli Yiizeylerin Gosterimi

Cekim kuvvetinin (gravitenin) dogrultusunu her noktada bir ¢ekiille belirlemek
miimkiindiir. Yeryiiziinlin biiylik kisminin % 73’{iniin okyanuslarla kapli olusu ve
dogada gozle goriilebilmesi es potansiyelli ylizeylerden jeoidin yeryliziiniin sekli
olarak alinmasin1 daha da anlamli kilmaktadir. Es potansiyelli yiizeyler birbirini
kesmez, siirekli ve yuvarlaktirlar (kosesizdirler). Es potansiyelli ylizeyler yer
kitlelerinin homojen yogunlukta olmamasi nedeniyle birbirlerine paralel degil-
dirler.

Es potansiyelli ylizeyin her noktasinda potansiyel sabittir. Dengede bulunan durgun
su ylizeyi bir es potansiyelli ylizeydir. Diinyada sonsuz sayida es potansiyelli yiizey
diisiiniilebilir (sekil-8). Ornegin deniz seviyesinden yiiksekteki bir krater gdliiniin
su yiizeyi de es potansiyelli bir yiizeydir.

Es potansiyelli ylizeyler her noktasinda cekiil dogrultusuyla dik agi yapar. Es

potansiyelli ylizey olan jeoidin seklini yerin ¢ekim kuvveti belirler.

Tiim es potansiyelli yilizeyleri normal olarak(dikine) kesen egriler tam dogru olmayip,
hafifce egridirler. Bunlara cekiil egrileri denir. Herhangi bir noktadaki gravite
vektorli bu noktadaki cekiil egrisine tegettir.

Yeryliziine en uygun sekil, matematiksel ve fiziksel kavramlarla tanimlanabilen
jeoid dir. Yani jeoid geometrik bir ylizey degil fiziksel bir denge yiizeyidir.
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1.4. Potansiyel Teorisi

Cekim ve Potansiyel:

Newton ¢ekim yasasina gore biitiin cisimler birbirlerini kiitlelerinin biiytikliigiiyle
dogru orantili aralarindaki uzaklifin karesiyle ters orantili olacak sekilde ¢ekerler.
Newton ¢ekim yasasina gore kiitleleri m; ve m, aralarindaki uzaklik / olan iki cisim
G kuvvetiyle birbirlerini ¢ekerler,

/mz
m.m
G:'k—l 2 m

12

Bu G kuvveti cisimleri birlestiren dogru boyuncadir. £° ya newton ¢ekim sabiti
denir ve degeri k = 66.7 x 10° cm’ g"' sn” dir. Her ne kadar m; ve m, kiitleleri
birbirini tam bir simetri ile ¢ekerlerse de geleneksel olarak bunlardan birine ¢eken,
digerine de cekilen kiitle ad1 verilir. Kolaylik saglamas1 amaciyla burada c¢ekilene
birim kiitle ¢ekene de yalnizca m denecektir.

m
G=- kl—z
formiili m kiitlesinin kendisinden / kadar uzakligindaki bir birim kiitle iizerine
uyguladig kuvveti vermektedir. Cekim potansiyeli adi verilen skaler fonksiyon

v=r2
I

olur. Cekim kuvveti G nin bilesenleri
G=(x,y,z)=grad V

seklinde yazilir. Boylece kuvvet vektorii skaler fonksiyon V nin gradiyent vektorii
olur. Eger m;, my, ..., m, gibi nokta kiitlelerinden olusan bir sistem s6z konusu ise,
bu sistemin potansiyeli her bir nokta kiitlesinin katildig1 bir toplam olan

V= kDl ke =gy B
Lo L, a5

1

ile verilir. Hacim elemani dv, kiitle elemani1 da dm olmak tizere yogunlugun

_ dam
dv
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seklinde tanimlandig1 bir v hacmi i¢inde nokta kiitlelerinin kesiksiz bir dagilimi
oldugu diistiniiliirse toplam potansiyel

V=k jﬂdTm:kwgdv

seklinde integralle ifade edilir. Buradaki /, kiitle eleman1 dm = p dv ile ¢ekilen
nokta arasindaki uzakliktir.

1.5. Gravite

Yeryliziinde duran bir cisme etki eden kuvvet, Newton ¢ekim yasasina gore olusan
bir ¢ekim kuvveti ve yeryuvarinin kendi ekseni etrafinda donmesiyle olusan
merkezka¢ kuvvetin bileskesidir. Bu iki kuvvetin bileskesi o noktadaki gravite
vektorlinii verir. Bilindigi gibi gravite vektorii o noktadaki ¢ekiil egrisinin tegetidir
(Sekil-9).

Merkezkag¢ kuvvet: Bir birim kiitle lizerindeki merkezka¢ kuvvet f, yeryuvarinin
kendi ekseni etrafinda doniisiiniin acisal hiz1 w ile kiitlenin donme eksenine olan dik

uzakligi
r=+x>+y> olmak lzere
f=w’r

seklinde tanimlanir.

Sekil-9 Gravite Vektorii

2

Merkezka¢ kuvvet ayni zamanda F :% w’ r* seklinde bir potansiyelden de

turetilebilir.
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f=graar =2 T
Ox Oy Oz
Cekim kuvveti ile merkezka¢ kuvvetin bileskesi olan toplam kuvvete gravite denir.
Gravitenin W potansiyeli, ¢cekim kuvvetinin V potansiyeli ile merkezka¢ kuvvetin F

potansiyelinin toplamina esittir; yani,

W=W(xy.z) =V+F=k mgdv%wzrz
Vv

olup integral tim yeryuvarmi kapsamaktadir. Yukardaki ifadeye bakildiginda
merkezkag potansiyelin basit bir analitik fonksiyon olmasina karsilik V ¢ekim
potansiyeli, lizerinde islemler yapilmasi en gii¢ olan parcgay1 olusturur.

Merkezkag¢ kuvvet olan F :% w” ° ifadesinin tiirevi

_8°F 0°F O°F _

o o 2w

AF

esitligini verir. Bu esitlik V i¢in verilen AV = -4 ©t k p poisson denklemi ile birlikte
ele alinirsa W gravite potansiyeli i¢in

AW =-4nkp+w
olan genellestirilmis poisson denklemi elde edilir.
W ‘nin gradiyent vektorii,

ow ow ow

g —gradW = —\,—,—) olu
g=g (ax & az) p
oW oW ow ..
X T~ s y A z T~ dlI'
Ox oy 4

Bilesenleriyle gravite vektorii adini alir. Bu bir birim kiitleye etki eden toplam
(cekim+merkezkag) kuvvettir. Bir vektor olarak biiyiikliigii ve dogrultusu vardir. g
bliyiikliigiine gravite denir. Boyutu bir ivmenin fiziksel boyutu olup gal ile olg¢iiliir
(1 gal = lemy/s?). g "nin sayisal degeri yaklasik olarak ekvatorda 978 gal, kutuplarda
983 gal’dir.

-> -

dA =g*dl olur. gldl
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Espotansiyelli ylizeyin her noktasinda potansiyel sabittir. Dengede bulunan durgun
su yiizeyinin her noktasinda cekiil dogrultusu dik ag¢1 yapar. Bu espotansiyelli
ylizeyin lizerinde bir cisim hareket ettirilirse hi¢bir is yapilmaz.

Is = kuvvet x yol iliskisinde vektor gdsterimiyle yer ¢ekimi kuvveti g olmak iizere
diferansiyel anlamda yapilan is,

oldugu i¢in bu iki vektoriin skaler carpimi,

dA :‘g“jl wsor  olur.

a = 90 oldugu icin dA = 0 olur. Buna karsilik bir kitle ¢ekiil dogrultusundan
kaldirilirsa ¢ekiil dogrultusundaki yol dH olmak {izere yapilan is,

dA=g-dH = \gudﬁ wa vea=0° ile dA=g*dH olur.

Herhangi bir su yiizeyinde H = 0 alinirsa, bu yiizeyin bir noktasindan baslamak
tizere c¢ekiil dogrultusunda bir birim kitle sonsuz yiikseklige kaldirilirsa burada

A= I gdH = - W isi yapilmis olur. Burada W, o su yiizeyinin potansiyeli adin alir.

O halde bir su ylizeyinin potansiyeli bir birim kitlenin sonsuz ylikseklikten su
ylizeyinin bir noktasina indirilmesinde kaybedilen istir. Burada dW =- g dH = - dA
dir. Bir birim kitle dengedeki bir su ylizeyinde tasinirsa higbir is yapilmayacagindan
potansiyelde degismez. Dengedeki bir su ylizeyi espotansiyelli bir yiizeydir ve
boyle sonsuz sayida ylizey diisiintilebilir. Bunlardan bir tanesi de jeoiddir.

Espotansiyelli ylizeyler birbirini kesmez, siirekli ve yuvarlaktirlar(kosesizdirler).
Tiim egspotansiyelli yilizeyleri normal olarak(dikine) kesen egriler tam dogru
olmayip, hafif¢e egridirler. Bunlara cekiil egrileri denir. Herhangi bir noktadaki
gravite vektorii bu noktadaki c¢ekiil egrisine tegettir.

Iki espotansiyelli yiizeyin herhangi iki noktas1 arasindaki potansiyel farki sabittir
(Sekil-10). O halde birbirine ¢ok yakin boyle iki ylizeyin iki noktasindaki g¢ekiil
dogrultusunda potansiyel farki

Aw =w'—w =-g AH,=-g, AH, olur.
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Sekil-10

P, ve P, noktalarindaki yer¢cekimi ivmeleri yerin cografi enlemine ve noktalardaki
kitle yogunluklarina baglh olarak degisir. Yani g, # g, olur. O halde yukardaki
esitligin saglanabilmesi i¢in AH; # AH, olmalidir. Buradan espotansiyelli yiizeylerin
birbirine paralel olmadiklar1 sonucu ortaya ¢ikar. Bir nivo ylizeyinin bir noktasindan
cekiil dogrultusunda jeoide olan uzakligina o noktanin ortometrik yiiksekligi (H)

denir. Herhangi iki noktanin potansiyellerinin esitligi ortometrik yiiksekliklerinin
esitligini gerektirmez.

karalar

denizler

—

e

N
N

Fiziksel yeryiizii Jeoid Elipsoid ii

S

L}
L4 A H H
r{ ]
R
A
Diizlem
A Kiire Teget Diizlem
E. Clinsoi -
E LllPhOld z
= Jeoid g
8 2

Sekil-11 Diinya icin alinabilecek referans yiizeyleri
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Asagidaki sekillerde diinyanin yerine hesap yiizeyi olarak alinacak cesitli yiizeylerde
ylizey normallerinin nasil oldugu gosterilmektedir. Matematiksel jeodezide, jeoide
en uygun ve ¢ok yakin olan donel elipsoidle ¢alisilir.

N

Kiire Elipsoid

Diizlem

Sekil-12 Diizlem, Kiire ve Elipsoid Yiizeylerinde Yiizey Normallerinin Gosterimi

Bu nedenle jeodezik uygulamalarda 6l¢gme ve hesaplamalara kolaylik saglayan
geometrik ylzeyler kullanilir (sekil-11). S6z konusu geometrik yiizeyler sirasiyla;
donel elipsoid, kiire ve diizlemdir. Cok biiyiik alanlarin 6l¢iilmesinde donel elipsoid
referans (dayanak) yiizeyi olarak kullanilir. Daha kii¢lik alanlarin 6lgiilmesinde kiire
ve diizlem (yeryuvarina teget) referans ylizeyi olarak kullanilir.

Genelde jeodezik calisma bolgesi alan olarak,

500 km® den kiiciik ise plan ve detay calismalar icin yeryuvarinmn sekli diizlem
alimmakta (ylikseklik boyutu i¢in kiiresellik dikkate alinmalidir),

500-5000 km® araliginda alanlar icin yaricapi R, =+ MN seklinde hesaplanacak
kiire,

5000 km® den daha biyiik alanlar icin yeryuvarinin sekli donel elipsoid olarak
alinir.

Yukaridaki gosterimden de (sekil-11) anlasilacagi gibi, jeodezik c¢alismalarda
hesaplama kolaylig1 araninca dogruluktan 6diin verilmesi, dogruluk istenince de
hesaplamalarin zorlastig1 ortaya ¢ikmaktadir. Giiniimiizde gelisen bilgisayar tekno-
lojisi sayesinde hesaplama zorlugu biiyiik 6l¢lide ortadan kalkmustir. En karmasik
hesaplamalar bilgisayarlar araciligiyla ¢ok hizli ve dogru bir sekilde yapilabil-
mektedir.
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Jeoid Normali I’ Elipsoid Normali
(Cekiil dogrultusu)|

Fiziksel yeryiizii

T—————— Jeoid

~ e: ¢ekiil sapmasi
~ g: yer¢ekimi ivmesi
* Elipsoid ~ N: jeoid yiiksekligi

Sekil-13 Fiziksel yeryiiziinde Elipsoid ve Jeoidin bir arada gosterimi

Jeodezik hesaplamalarda hangi referans yiizeyi kullanilacaksa o yilizeye ait
bagintilarla (geometri ve trigonometri kurallariyla) hesaplama yapilir. Yeryuvari
icin s6z konusu olabilecek referans ylizeylerinden elipsoid daha genel bir yiizey
oldugundan elipsoid iizerindeki jeodezik bagintilardan diger ylizeyler (kiire ve
diizlem) i¢in gerekli jeodezik bagintilar rahatlikla elde edilebilir. Zira elipsoidin yar1
eksen uzunluklar1 birbirine esit alindiginda elipsoid kiireye doniislir. Ayni sekilde
diizlemi de yarigap1 sonsuz olan bir kiire olarak diisiinebiliriz.

Yeryuvari lizerinde bir noktada yapilan jeodezik 6l¢melerde (uzunluk, ag1) esas olan
o noktadaki diiseyi tanimlayan ¢ekiil dogrultusudur (jeoid normali). Oysa elipsoid
tizerindeki jeodezik hesaplamalarda elipsoid normalleri esas alinir. Bu nedenle
elipsoid lizerindeki jeodezik hesaplamalarda bu farkliliklar dikkate alinir. Sekil-13
dan da goriilebilecegi gibi diinya i¢in kabul edilen referans elipsoidi ile jeoid
arasinda her noktada degisen yiikseklik farki vardir. Eksi ve art1 deger alabilen bu
farklara jeoid yiiksekligi (jeoid ondiilasyonu) denir ve N ile gosterilir. Helmert bir
jeoid yiizeyi ile onun yerine alinacak bir elipsoid ylizeyi arasinda en ¢ok 100m
yiikseklik farki olacagini sdylemistir.

Ozet olarak yeryuvarinin sekli olarak secilecek referans yiizeyini ¢alismadan istenen
dogruluk ve ¢alisma bolgesinin bliyiikliigii belirler.

Bu baglamda;

- Biyiik 06lcekli haritalarin yapiminda, Kent haritalarinda ve miihendislik
Ol¢melerinde yeryuvarinin sekli Diizlem alinir. Pratik jeodezik calismalarin ¢ok
bliyiikk kisminda yeryuvari i¢in diizlem model esas alinir. Siiphesiz diizlem
model harita bilgilerinin zemine islenmesinde de (aplikasyonda) biiyiik kolaylik
saglar.
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- Kiigiik olgekli haritalarin yapiminda, cografyada ve orta dogruluktaki jeodezik
hesaplamalar i¢in yeryuvarinin sekli Kiire alinir.

- Cok biiyiik alanlar1 (iilke, kita capinda) kapsayan ve yiiksek dogruluk isteyen
jeodezik ¢aligmalar i¢in yeryuvarinin sekli Elipsoid alinir.

- Diisey konumun (ytiksekliklerin) duyarli olarak belirlenmesinde yeryuvarinin
sekli olarak Jeoid modeli esas alinir. Ancak matematiksel olarak jeoidin taniminin
giicliigli nedeniyle gozlemler jeoid ylizeyine indirgenememekte ve dolayisiyla
jeodezik hesaplamalar jeoid iizerinde yapilamamaktadir. Bu nedenlerle jeoid
siirlt uygulamalar disinda yeryuvari i¢in model olarak kabul edilmez.

Yeryuvari icin en uygun geometrik model olan elipsoid modelinin kullanilmasi
genellikle jeodezi bilim dalina 6zgii bir durum olup diger disiplinler kiire modelini
basitligi nedeniyle tercih ederler. Yerin sekline en uygun geometrik yiizey olan donel
elipsoidin, kiireden farki-yani basikligi ¢ok kiiciiktiir (yaklagik 1/297) bu basiklik
ciplak gozle fark edilemez. Diinyadaki deniz seviyesinden en biiylik yiikseltinin
Everest tepesi (8848m) ve diinyanin yaricapimin yaklasik 6370km oldugu diisiinii-
lirse Everest tepesinin diinyanin yaricapina oranmi 1/720 olur. Yani 720 birim
yaricapinda bir kiire lizerinde Everest tepesinin yiiksekligi 1 birim olur.

Bu nedenlerle uygun konumda ve yarigaptaki bir kiirenin yeryuvarinin sekli olarak
kabul edilmesi ¢ogu jeodezik ¢alismalar i¢in bile yeterli olmaktadir.

1.6. Haritacilikta (Jeodezide) indirgemeler

Haritacilarin, jeodezicilerin en temel gorevleri olan konum belirleme problemi i¢in
fiziksel yeryiiziinde (arazide) siklikla a¢i (dogrultu) ve uzaklik Glgiisii yaparlar.
Ancak hesap ylizeyinin fiziksel yeryiizii olmadigini biliyoruz. Calisma yapilan
bolgenin biiyiikliigiine ve ¢alismadan istenen dogruluk derecesine gore secilecek
hesap (referans) yiizeyi diizlem, kiire veya elipsoid olacaktir. Olgiilerin fiziksel
yeryiiziinde yapilmasi hesaplamalarin ise referans yiizeyi lizerinde yapilmasi
Olciilerin dogrudan hesaplamalarda kullanimin1 engeller. Bundan dolayidir ki
hesaplama da hangi yiizey kullanilacaksa Olciilerin de o yiizey iizerinde verilmesi
gerekir. Fiziksel yeryiizii lizerinde yapilan 6lgiilerin matematik ve fizik kurallarindan
yararlanarak ilgili referans ylizeyine indirgenmeleri gerekir. Bu durum projeksiyon
ylizeyleri {lizerindeki hesaplamalar i¢in de gereklidir. Sayet Olgiilere bu indirgeme
islemleri yapilmazsa hesaplamalar tutmaz, dogru sonuglar vermezler. Bazen bu
indirgemeler ¢ok kiiciik degerler alabilirler. Indirgemelerin 6l¢ii inceliginin altinda
kaldig1 durumlarda 6lgiilere indirgeme yapilmasi da anlamli olmaz.
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Jeodezik olgiilere getirilecek indirgemeler hakkinda genel olarak; diizlem, kiire veya
elipsoid yiizeylerinde hesaplama yapilacaksa yatay dogrultu Olgiimleri i¢in higbir
indirgeme yapilmaz. Kenar Ol¢limleri i¢inse yerel yataydaki uzunluk ol¢iilerinin
sadece deniz diizeyine indirgenmesi yeterli olacaktir diyebiliriz.



2. KUREDE JEODEZIK HESAPLAMALAR

Diinyanin sekline en uygun geometrik ylizeyin bir donel elipsoid oldugunu
biliyoruz. Jeodezik hesaplamalarin donel elipsoid yerine kiire iizerinde yapilmasi bir
miktar dogruluk kaybina neden olmakla beraber hesaplamalarda biiyiik kolaylik
saglar. Elipsoid geometrisinden kaynaklanan zorluklar nedeniyle elipsoid iizerinde
jeodezik hesaplamalarin yapilmasi oldukc¢a zahmetlidir. Ancak, jeodezide kiire
elipsoid yerine de kullanilabilmektedir. Sinirli biiyiikliikteki ¢alisma bolgelerinde
Gauss kiiresi lizerindeki hesaplamalarla elipsoid ylizeyindeki sonuglarin elde
edilebilmesi kiire iizerindeki jeodezik hesaplamalari daha 6nemli kilmaktadir.

Jeodeziciler en temel gorevleri olan konum belirleme problemi i¢in fiziksel yeryii-
ziinde (arazide) siklikla uzaklik ve ac1 (dogrultu) Olgiisii yaparlar. Ancak hesap
(referans) ylizeyinin fiziksel yeryiizii olamayacagini biliyoruz. Hesap yiizeyleri
caligma yapilan bolgenin biiyiikliigline ve ¢alismadan istenen dogruluk derecesine
gore diizlem, kiire veya elipsoid olacaktir. Olgiilerin fiziksel yeryiiziinde yapilmasi
hesaplamalarin ise referans ylizeyi iizerinde yapilmasi 6l¢iilerin dogrudan hesapla-
malarda kullanimin1 engeller. Bu nedenle hesaplamalarda hangi referans ylizeyi
kullanilacaksa fiziksel yeryiizii iizerinde yapilan 6l¢iilerin matematik ve fizik kural-
larindan yararlanarak ilgili referans yilizeyine indirgenmeleri gerekir. Projeksiyon
ylizeyleri lizerindeki hesaplamalar i¢in de ayn1 durum gereklidir. Sayet bu indirgeme
islemleri yapilmazsa hesaplamalar tutmaz, dogru sonuglar elde edilemez. Olgiilere
getirilecek bu indirgeme degerleri bazen ulasilabilen 6l¢li duyarliginin altinda kalir
bu durumda 6l¢iilere indirgeme getirmek de anlamli olmaz.

2.1. Olciilerin Kiire Yiizeyine indirgenmesi

Kiire yiizeyinde jeodezik hesaplamalar i¢in 6lgiilerin (yatay dogrultu, yatay uzunluk
gibi) kiire ylizeyinde verilmesi gerekir. Gergekte Olciiler fiziksel yeryiiziinde yapildigi
icin Olcgiilerin kiire yiizeyine indirgenmesi gerekmektedir. Fiziksel yeryiiziinde
Olcililen dogrultulardan hesaplanan agilar, c¢ekiil sapmalar1 g6z ardi edilirse kiire
ylizeyindeymis gibi alinabilir.

Nirengi noktalar1 arasinda ol¢iilen uzunluklarin kiire yiizeyine indirgenmesi i¢in
Ol¢limiin yapildig1 bolgenin referans ylizeyinden (kiireden ya da deniz seviyesinden)
H yiiksekliginin bilinmesi gerekir. H yiiksekliginde yerel yatayda 6lgiilen S’ uzakli-
ginin kiire ylizeyindeki S karsiligi asagidaki gibi olur (Sekil-1).
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H >
S=(1- g)s' >
S=(1+-)S .
Sekil-1

Ornek: Denizden 2500m yiikseklikli bir noktada yerel yatayda 7500.256m olarak
Olciilen bir kenarinin deniz seviyesindeki karsiligini bulunuz (R=6370km).

Cevap:
S=5' (1 — g) = 7497.312m

Ornek: Deniz seviyesindeki uzunlugu 7497.312m olan bir kenarin 2500m yiiksek-
liginde yerel yataydaki karsiligini bulunuz (R=6370km).

Cevap:

§' =~ ~ § (1 +7) =7500.254m

(:-%)

2.2. Kiire Geometrisi

Kiire, uzayda bir sabit (O) noktasindan sabit R uzakliktaki noktalarin geometrik yeri
olarak tanimlanir. Merkezi orijinde olan bir kiirenin iicboyutlu dik koordinat
sisteminde denklemi asagidaki gibidir.

Kiire ylizeyinin biitiin normalleri kiirenin merkezinde kesisir. Kiire ylizeyinin her
noktasinda egrilik sabit olup kiire yaricapinin tersine esittir (K= 1 / R). Kiire yiizeyi

tizerinde 1ki noktay1 tek anlamli olarak birlestiren ve ayn1 zamanda en kisa uzaklik
bliyiik daire yayidir (ortodrom egrisi).

Kiiresel Trigonometri

Kiire iizerinde hesaplamalar kiiresel trigonometrinin konusudur. Kiiresel Trigono-
metriden kiire ylizeyinde trigonometri diger bir deyisle kiire ylizeyinde licgen hesabi
anlagilir. Bilindigi iizere kiire yiizeyinin biitlin normalleri kiirenin merkezinde
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kesigir. Kiire ylizeyinin her noktasinda her dogrultuda egrilik sabittir. Kiire yiizeyi
tizerinde 1ki noktay1 tek anlamli olarak birlestiren ve ayn1 zamanda en kisa uzaklik
bliyiik daire yayidir (ortodrom egrisi). Bu nedenle kiire yiizeyindeki jeodezik amagli
hesaplamalarda noktalar hep biiylik daire yaylar ile birlestirilir. R yarigaplit bir
kiirenin herhangi bir diizlemle arakesiti her zaman bir dairedir. Bu arakesit dairenin
yaricapl Rp i¢in 0 < Rp < R esitsizligi vardir.

Biiyiik Daire: Kiirenin merkezinden gecen bir diizlemle ara kesitidir. Ekvator
dairesi, meridyen dairesi gibi. Biiylik dairenin yarigcap1 kiirenin yaricapina esittir.
Biiytik daire, kiire lizerindeki iki noktay1 birlestiren en kisa egriyi de igerir.

Kiiciik Daire: Kiirenin merkezinden gegmeyen bir diizlemle ara kesitidir. Ornegin
enlem daireleri birer kii¢iik dairedirler.

Kiiresel Uzakhk: Kiire lizerinde iki noktay1
birlestiren biiyilk daire yaymin kisa olan
parcasidir. Yandaki sekil-2 de gosterilen P ve Q
noktalarini birlestiren biiyiik daire yayinin kisa
parcasi kiiresel uzaklik olarak adlandirilir.

APQ = Biiyiik daire yay1
Sekil -2

Kiiresel A¢i: Kiire lizerindeki iki bliyiik daire yay1 arasindaki agikliga kiiresel ag1
denir. Bu ag1 her iki biiyiik daire diizlemleri arasindaki 6l¢ek ag1 ile olgiiliir.

2.3. Kiire Uzerinde Bazi Biiyiikliiklerin Hesabn

a) Kiire lizerinde meridyen yay1 hesabi

Kiire lizerinde meridyen yay1 hesabi, meridyen dairesinin geometrisi R yarigapli bir
cember oldugu icin merkez ac1y1 goren yay esitliginden bulunur. Ornegin 1 derecelik
meridyen yay1 (b) kiirenin her yerinde birbirine esit olup,

b=2%R
p

dan hesaplanir. R yarigap1 yerine 6370km degeri alinirsa 1 derecelik meridyen yay1
uzunlugu 111.177 km olur.

b) Kiire lizerinde paralel daire yay1 hesabi

Kiire tizerinde paralel daire yay1 hesab1 yapmak ic¢in dnce paralel dairenin yarigapi
R, bulunur. ¢ enlemli paralel dairenin yarigapi
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Ry =R cos ¢

den bulunur. Paralel dairenin yarigap1 bulunduktan sonra yine merkez aciy1 goren
yay esitliginden paralel daire yay1 hesaplanir.

Ornegin 39° enlemindeki 1 derecelik paralel daire yayi (s)

¢ =39° R = 6370km

R, =R cos ¢ =4950419.775m  (39° enlem dairesinin yarigapi)
1 derecelik paralel daire yay1

s=Z R,=86401.124m olur.
o,

Paralel daire yaylar1 ekvatordan kutuplara dogru gidildikce kisalir.

Ornek: Kiirede 39° paralel dairesi {izerindeki iki nokta arasindaki boylam farki 3
derecedir. S0z konusu iki nokta arasindaki paralel daire yay uzakligi ile kiiresel
uzaklig1 bulunuz. Hangisinin kisa oldugunu belirtiniz.

A =3° ¢ =39° R =6370 km
39° paralel dairesi tizerinde 3° lik paralel daire yayi

R, = R.cosp = 4950419,775 m
0

3
b =R, x— =259203,3733m
p

39° paralel dairesi tizerinde 3° lik kiiresel uzaklik

cos S = cos?51 + sin?51 * cos3°

S =2,331332388° = 2°19'52.8"” = 259191,645 m

Goriildiigii tizere iki nokta arasindaki kiiresel uzaklik en kisa uzakliktir.

c) Kiire Uzerinde Alan Hesab1

Bilindigi gibi R yaricapll bir kiirenin tamamimin alani; F = 4nR* esitliginden
hesaplanabilmektedir [18]. Kiire {lizerinde ¢; ve ¢, paralel daireleri ile A,
A, meridyen dairelerinin sinirladigr gridin (F) alanmi (sekil-3) hesaplanmak istenirse,
once yiiksekligi h olan ¢, @, paralel dairelerin sinirladig1 kiire kusaginin s alani
asagidaki bicimde bulunur.
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s =2n Rh
h = R(sin ¢, —sing,)

h = 2Rsin 22— %P1 o5 2 P
2 2

P, =P COS ?, ;'(01

s =47 R’sin

Sekil —3

Istenen F grid alan1 s kusak alanindan asagidaki gibi hesaplanir;

A =2, -1,
F:SA/l/p
2
F =2R’ a2 sin P> =9 cos P+
0 2 2

2.4. Kiire Uzerinde Ozel Egriler

1) Ortodrom Egrisi: Kiire iizerinde cografi koordinatlariyla bilinen P;(p,, 1) ve

P,(¢,, A,) noktalarini birlestiren biiyiik daire yayidir. Bliyiik daire s6z konusu iki
nokta ile kiirenin merkezinden gecen bir diizlemin kiireyle arakesitidir. Bu daire
tizerindeki P, ve P, noktalarini birlestiren yaylardan kisa olani biiyiik daire yayidir.

Ah=h, =},

Kenar-kosiniis teoreminden s ortodrom
egrisinin uzunlugu hesaplanir.

COSS = sIng, sing, + cos, cosy, cosAA

ekvator
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2) Loksodrom Egrisi: Cografi koordinatlariyla bilinen P(@i,A1) ve Py(@,,A\,)
noktalarini birlestiren egri meridyen dogrultulariyla hep sabit bir a agis1 yapiyorsa
bu egriye loksodrom egrisi denir. Egri {izerinde her noktanin kuzeyle yaptig1 agi
degismedigi i¢in egriye “sabit pusula agis1 altinda gidilen yol” denir. Loksodrom
egrisi Ozellikle deniz trafiginde onemlidir. Gemiler yolculuklarini sabit kuzey agisi
altinda ve loksodrom egrisi {izerinde yaparlar.

PP,P’ diferansiyel ilicgeninin PP’ kenar1 ds
PP, kenart do kadardir. Ucgenin P
noktasindaki agist  (90-a)’dir.  Kiirenin
yaricapi R olduguna gore do agisinin uzunluk
cinsinden degeri,

p - 9%g
p
PP, paralel daire yay1 parcasinin uzunlugu da,
PP, =d—XRcosgo dh=2A"-%
3 _ p

PP,P’ diferansiyel iicgeni, dik bir diizlem iiggen kabul edilebilir. Buna gore;

PP
cot(90° —a) = —= = tana

PP, K
ar Rcosg
p dA cosp

tano = =

d£ R de

p

dA = tana do

CosQ

diferansiyel bagintisi elde edilir. Bu son bagintinin integrali alinirsa,

_ de
Idk = tanaI cosp

A = tano [Intan(45° + (;2) +c]

olur. PP’ loksodrom egrisi ilizerinde P; ve P, noktalar1 i¢in son esitlik yazilirsa
belirsizlik giderilmis olur.
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A, = tana[Intan(45° + %) +c]

A, = tana[Intan(45° + %) +c]

A, —A, = tana[Intan(45° + %) - Intan(45° + %)]
7“2 — }“1

tano =

Intan(45° + %) - Intan(45° + (;1)

Bu bagintiyla loksodrom egrisinin kuzey acis1 hesaplanir. Egri icin 6zel durumlar;

a) @; = @, ise tana, = o ve o = 90° yani loksodrom egrisi P;P,’den gecen paralel
daire yayidir.

b) A; = A, ise a = 0 yani loksodrom egrisi P;P,’den gegen meridyendir.

Loksodrom egrisinin uzunlugu ds,

P'P
ds = .
cosa
ds = R do
cosa p

bu diferansiyel bagintidan P, ve P, sinirlar1 iginde integrali alinirsa

R %de
ds = et
5% sl
R 9-0

cosa. p

olur.

Ornek: P, ve P, noktalarinin kiiresel cografi koordinatlar
Pi(p; =39°30°18", A;=39) Py(9,=39°0036", A, =39°30")
R =6374249.664 m

olarak veriliyor. Iki nokta arasindaki;

a) Ortodrom egrisinin uzunlugunu ve P, noktasindaki A, Azimut agisini

b) P, ve P, noktalarindan gegen loksodrom egrisinin kuzeyle yaptig1 sabit a agisini
ve loksodrom egrisinin uzunlugunu bulunuz.
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Ah=h, =),

Kenar-kosiniis teoreminden s ortodrom
egrisinin uzunlugu hesaplanir.

COSS = sIng, sing, + cos@,cos@, cosAA

(O

ekvator

a) Ortodrom egrisinin uzunlugu
Ah=h, =LA, =AL =30’
Kenar-kosiniis teoreminden S ortodrom egrisinin uzunlugu hesaplanir.
cos s = sing, sing, + cos@,cos@, cosAA
s= 0.6284192404° =69912.6736 m
A= 141.8114640 ° = 141° 48’ 41.2706"

b) Loksodrom egrisinin sabit a kuzey a¢is1 ve uzunlugu

A —A
tan o = 2

In tan(45° + (022) -In tan(45° + (gl)

o= 141.9701327°= 141° 58'12.4777"

s= R P27P 699127624 m

cosa. P

2.4, Kiire Yiizeyinde Ucgen Hesabi

Diinyanin sekli olarak elipsoid yerine kiire alinmasi, bir miktar dogruluk kaybina
sebep olmakla beraber hesaplamalarda biiyiik kolaylik saglar. Kiire tiizerinde
jeodezik hesaplamalarin nasil yapilacag: kiiresel trigonometrinin konusudur. Ancak
jeodezik caligmalarda kullanilan tiggenler birer kiiciik kiiresel ticgen (kenar uzun-
luklart maksimum 50 km) olduklar1 g6z 6niinde bulundurulursa bu tiir iggenlerin
¢Oziimil i¢in yeteri dogruluk verebilecek iki yaklasik yontem gelistirilmistir. Bunlar;
Legendre ve Additament (ekleme) yontemleridir.
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Ekses (Kiiresel Artik)

Bilindigi gibi bir liggenin i¢ acilarinin toplami 7t ye yani 180° ye esit olmasi kurali
diizlem trigonometri i¢in gegerlidir. Kiiresel tiggenlerde i¢ acilarin toplami her
zaman 180° den biiyiiktiir. Bir kiiresel liggenin i¢ acilar1 toplaminin 180° den fazla
olacag ilk bakista goriilebilir. Soyle ki kiirenin meridyen daireleri (kutuplardan
gecen biiyiik daireler) ekvatoru dik olarak keserler. Tki meridyenle ekvatorun teskil
ettigi bir ekvator-kutup kiiresel ABC iiggeninde i¢ acilarmin toplami 7 den
meridyenler arasindaki AL kadar fazladir. Bunun gibi her kiiresel iiggende ig
ac¢ilarin toplami 7 yani 180° den, liggenin biiyiikliigiine gore az veya ¢ok farkli olur.
Bu farka kiiresel ekses denir ve ¢ ile gosterilir.

F=5.Rz:>5=£2

e=at+tP+y-mn
Kiiresel liggenin F alan1 eksesiyle dogru orantilidir. Aralarindaki iligski yukaridaki
gibidir.
Ornegin; kenarlar1 2 km olan eskenar bir ticgen eksesi € =0.009"
kenarlar1 10 km olan eskenar bir liggen eksesi € =0.22"
kenarlar1 50 km olan eskenar bir {iggen eksesi € =5.48" dir.

Jeodezide karsilasilan liggenlerin kenarlar1 50 km’y1 gegmeyecegine gore ekses higbir
zaman 5",6" yi gecmez. Diger taraftan €<10" o Idugundan kiiresel iiggenin alani
yerine diizlem tiggenin alani alinabilir.

Teorik olarak bir kiiresel iiggende eksesten alan hesabi1 ve alandan ekses hesabi
yapmak miimkiindiir. Ancak pratikte Olgiilen agilar kullanilarak yapilacak ekses
hesab1 Ol¢li hatalar1 nedeniyle dogru sonu¢ vermez. Bu sekilde Slgiilen acilardan
hesaplanacak ekses degerinden kiiresel iicgenin alan1 bulunurken ekses degerinin R*
gibi ¢ok biiyiik bir say1 ile ¢arpiliyor olmasi eksesteki hatay1 cok biiyliterek alan
degerine yansitmaktadir. Bu nedenle ekses degerinin alandan hesaplanmasi ya da
Olciilen agilar yerine kiiresel tliggenin kenarlarindan bulunmasi uygun olacaktir.
Bunun i¢in kiiresel trigonometrideki L’Huilier ve Serret formiilleri kullanilabilir.

& u u—a u—->ob U—=c a+b+c
tan— = [tan —tan tan tan u= —-
4 2 2 2 2 2

Ekses, kenarlar1 kiiresel licgenin kenarlarina esit bir diizlem iiggenin alani (A)
tiirlinden hesaplanmak istenirse, kenarlar1 a, b ve c olan diizlem tiggenin alani
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A :\/ u(u—a)(u—>b)(u—-c) ; dizlem iiggenin alani

Ayni kenar uzunluklarina sahip olan diizlem {icgenin alanindan kiiresel iiggenin
alan1 ve eksesi hesaplanmak istenirse asagidaki formiiller kullanilabilir.

2 2 2
a- +b +c
F=A0+———) ;
( 24R* )
A a’+b* +c’
&= 1+ olur.
R T P

2.6. Kiiresel Trigonometri Teoremleri

1- Siniis Teoremi

sina sinb sinc¢

. = . = . = m
sin¢ sinf siny
2- Kenar Kosiniis Teoremi
) ) Sekil —4
cosa=cosbcosc+sinb sinc cosa (*)
3- Act Kosiniis Teoremi
cosa=—cosf cosy+sinf} siny cosa (*)
4- Neper Formiilleri (1) (*)
cos By sin By
b+c a 2 b—c 2
tan =tan— T tan =tan— ————
2 cos? ¥ 2 2 sin By
2
Neper Formiilleri (2) (*)
cos—— sin——
tanB” = cot tanB_Y:cotg
2 b+c 2 2 b+c
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Not: (*) It esitlikler kiiresel tiggenin diger elemanlar i¢cin de donerli olarak yazila-
bilir. Ornegin
cosa=cosbcosc+sinb sinc cosa

seklinde verilen Kenar Kosiniis Teoremi su sekilde yorumlanmalidir;

bir kenarin (a) kosiniisii = diger iki kenarin (b,c) kosiniisleri ¢carpimi + diger iki
kenarin (b,c) sintisleri ve baslangictaki kenarin (a) karsisindaki aginin (o) kosintisii
carpimina esittir. S6z konusu teoremi diger kenarlar i¢in de yukaridaki yorumlaya
sadik kalarak asagidaki gibi yazabiliriz.

cos b =cos a cos ¢ + sin a sin ¢ cos 3

cos ¢ =cos b cos a+ sin b sin a cos y
5- Kotanjant Teoremi (Dort Par¢a Teoremi)

Dort parca teoreminin genel yazilisi su sekil-
dedir: Kiiresel tiggenin her hangi bir kenarindan
baslamak kosuluyla iicgenin elemanlar1 sirayla
(saat ibresi veya tersi yonde) I den IV e kadar
numaralandirilir. Ornegin sekil-5 deki kiiresel
ticgen i¢in numaralandirmaya ¢ kenarindan baslar
ve saat ibresi yOniinde hareket edersek numar-
alama

“m
Sekil -5 c—1 p-ll a—lll y—»IV

seklinde olur.

Dort parga teoremi geregi asagidaki esitlik her zaman saglanir.
cos III cos Il = sin III cot I — sin II cot IV

cos acos f=sinacotc—sinf3 coty

6- L’Huilier ve Serret Esitligi

Bu esitlik kiiresel tiggenin eksesini kenarlar cinsinden vermektedir.

P u u—a u-—>ob u—c a+b+c
tan— = ,/tan —tan tan tan u=——
4 2 2 2 2 2
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2.7. Kiiresel Ucgenlerin Coziimleri

Bir kiiresel liggenin ¢6ziilebilmesi i¢in ii¢li kenar, li¢ii de ag1 olmak iizere toplam
alti elemanindan herhangi tigiinlin verilmesi yeterlidir. Diizlem trigonometriden
farkl1r olarak ii¢ acis1 bilinen kiiresel iiggenler de coziilebilmektedir. Zira kiirenin
yaricapinin sabit olmasiyla kiiresel licgenin ii¢ i¢ agis1 iiggeni belirlemektedir.
Kiiresel tliggenin verilen elemanlarima uygun kiiresel trigonometri teoremleri
kullanilarak iiggen ¢oziimleri gergeklestirilir [4],[7],[29].

Ornek-1: 41° enlem dairesi iizerindeki P ve Q noktalar1 arasindaki enlem dairesi
yay uzunlugu 5km’dir. P noktasmin boylami 39° dir. Q noktasinin boylamini
bulunuz (R=6370km).

Coziim:
R41 = R.cos41 = 4807.500026km
AL = 5km
Ry
Lo =39°+ A4 = 39°3'34.52" = 39°.05959

p° = 0,05959° = 0°3'34.52"

Ornek-2: Kiire iizerinde, enlem ve boylam: 39%lan bir noktadan enlem dairesi
boyunca 200km doguya sonra da bu noktadan meridyen boyunca 200km kuzeye
gidilerek P noktasina ukasiliyor. P noktasinin cografi koordinatlarin1 derece dakika
ve saniye olarak bulunuz (R=6370km).
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Coziim:

R, = R.cos39 = 4950,419775

200
AL ==—.p = 2.31478469°
R,

A = 2°18'53.22'

200 .
Ap =——.p = 1798925573

Ap = 1°47'56.13"
@p = 40°47'56.13" Ap = 41°18'53.22"

Ornek-3: Kiirede P;(¢; = 40° 1, = 40°) ve P,(¢, = 39° 1, = 39°) noktalar
arasinda II. Temel 6dev ¢Oziimii yaparak kiiresel s(m), Aj,, Ay, degerlerini derece
dakika ve saniye olarak bulunuz.

o = arccos(sin ¢4 .sin ¢, + cos ¢1.coS @,.coSAR)

A - . ( sin AA )
12 = dretan tan ¢,.cos@, — sin @,.cos A4

A = . ( sin AA ) N
21 = dretan cos AA.sin ¢, — cos @,. tan ¢, T

Coziim:
o = arccos(sin ¢, .sin ¢, + cos ¢;.cos @,.cosA1) = 140425.223m

sin AA4
tan ¢,.cos@, — sin ¢4.cos A1

sin A4
cosAA.sin @, — cos @,.tan @,

A, = arctan( ) = 217°.9737749 = 217°58'25.58"

Ay = arctan< ) + m = 37°.3376598 = 37°20'15.57"

Legendre Teoremi ile Kiiresel Ucgenlerin Yaklasik Coziimii

Kiigiik kiiresel iiggenlerin asagida belirtilen sekilde yeterli yaklasikta ¢oziilmeleri
miimkiindiir. Legendre yonteminde kiiresel iiggenin agilar1 eksesin iigte biri kadar
kiigiiltiiliirse, kiiclik kiiresel ticgenler esit kenarli diizlem {iggenler gibi ¢oziilebilir
[4], [29].
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ll

AR C
b
Sekil —6.a Kiiresel Ucgen Sekil —6.b Yardimci Diizlem Ucgen

Yardimci diizlem {iggenin agilar1 kiiresel iggenin agilarindan asagidaki gibi hesap-
lanir.
* € * € * €
o =0-—, =p-—=, =Y—-=
3 pr=B-3 Y =Yg
Kiiresel trigonometrideki siniis teoremi yerine asagidaki diizlem siniis teoremi
kullanilabilir.

sina sinb  sinc a b c

— = =
) W
3 3 3

a b c

. * . * Lk
sino.  sinf  siny

Ornek-4: Bir ABC kiiresel iicgenin asagidaki ii¢ eleman1 veriliyor. Kiiresel ii¢geni
Legendre yontemine gore ¢oziiniiz. (R=6374446.156m)
Verilenler:

c=76341.260m , a=47°2342.206" , Pp=82°49"43.299"

Istenenler: y ag1s1, a ve b kenarlarinin Legendre yontemiyle ¢oziimii

Coziim: Once kiiresel {icgenin alanindan eksesi hesaplanur.

F _ sing sinf3 p”

Ep (0 +p) 2R’ F =2787105509m’
sin(a +

£ =14.147" = g —4.716"

y=180° + £ — (a.+ P)
v =49° 46' 48.642"
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Yardimci diizlem tiggenin i¢ agilari;

o = a—g = 47° 23'37.490"

B = —g —82° 49'38.583"
v =y —g — 49° 46' 43.926"
Diizlem siniis teoreminden istenen a ve ¢ kenari;

sina’ =73588.314 m

a = . *
siny
b=——sinf" =99198.566 m
siny
olarak bulunur.

Additament (Ekleme) Yontemi ile Kiiresel Ucgen Coziimii

Bu yontemde kiigiik kiiresel ticgenlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yaklagik yontem-
lerden biridir. Soldner tarafindan bulundugu i¢in Soldner Additament yontemi
olarak da adlandirilmaktadir.

SS

R2

Bu yontemde kiiresel licgenin (s) kenarlari kadar kiictiltiilerek elde edilen

kenarlarla kiiresel licgenin agilar1 kullanilarak diizlem trigonometri formiilleriyle
¢Oziim yapilir. Bu yontemde acgilar1 kiiresel tiggenin agilarina kenarlar1 yukaridaki
kurala gore kisaltilmis yardimci diizlem tiggen kullanilarak ¢6ziim yapilir.

A
‘
B C
C a

Sekil —7.a Kiiresel Ucgen Sekil —7.b Yardimc: Diizlem Uggen
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Kisaltilmis kenarlar

3 3
a'=a—— b'=b- b
6R’ 6R’

Ornek-5: Bir ABC kiiresel ii¢geninin asagidaki ii¢ elemani veriliyor. Kiiresel
ticgeni Additament yontemine gore ¢ozliniiz. (R=6374446.156m)

Verilenler:
c=76341.260 m
a=47°23"42.206"
B =282°49"43.299"

Istenenler: y ag1s1, a ve b kenarlarinin Additament yontemiyle ¢dziimii

= f oo Sinosinp Ty, g
R sin(a+ ) 2R
y=180° +&—(a+P) =49° 46' 48.642" F =2787105509m"

Verilen c kiiresel kenarindan ¢’ diizlem kenari;

3

¢'=c— 6° — 76339.433 olarak bulunur.

=

a’ ve b’ diizlem kenarlari;

!

a'= C sino, = a’' = 73586.679 m
siny

!

b'=

sinf = b’ =99194.562 m

siny

a ve b kiiresel kenarlar;

13

a=a'+ 6a — 73588314 m

;=

13
b=b"+ 6b =99198.566 m

;=
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Oysa problemin gercek ¢6ziimii (kiiresel trigonometri teoremlerinden);

Aci-kosiniis teoreminden y agis1 i¢in
cosy = sina sinf} cosc - cosa cosf
yazilabilir.

Buradan y agis1

c=76341.260m = ¢ = 0°.68618228
v =49°.78017844 = 49° 46’ 48.64"

olarak bulunur.
Istenen a ve b kenarlar kiiresel siniis teoreminden

a kenari;

sina :msina = a=73588.313m
siny

b kenari;

sinb = " ginf = b =99198.566 m
siny

olarak bulunur. Goriildiigii gibi gerek Legendre gerekse Additament yontemleri
gergek coziime oldukea 1y1 yaklasmaktadir.






3. KURESEL KOORDINAT SISTEMLERI

Kiiresel koordinat sistemleri kiire yiizeyindeki noktalarin konumlarini belirlemeye
ve noktalar arasinda cesitli hesaplamalar1 (dogrultu,uzaklik gibi) yapmaya olanak
saglar. Kiiresel koordinat sistemlerini ii¢ grup halinde inceleyebiliriz [4],[7].

a) Kiiresel cografi koordinatlar (p,A)
b) Kartezyen (global) dik koordinatlar (X ,Y ,Z)

¢) Kiiresel jeodezik dik (x ,y ) ve jeodezik kutupsal koordinatlar (S, o)

3.1. Cografi Koordinatlar

Diinya tizerindeki noktalarin konumlarini1 belirlemek amaciyla biitiin diinyay1 saran
bir koordinat ag1 tasarlanmistir (sekil-7). Cografi koordinat ag1 denilen bu sistem
paralel ve meridyenlerden olusur. Diinyay1 kuzey ve giiney yarim kiireler olarak
ikiye ayiran ekvator diizlemine paralel diizlemlerin yerkiire ile arakesitleri paralel
daireleri olusturur.

Baslangic meridyen P den gegen ylizey normali

dairesi (Greenwich) 2 =0°

P den gegen paralel daire
@ : sabit

Ekvator diizlemi
¢=0°

P den gegen meridyen dairesi
A : sabit

Sekil —7 Cografi koordinatlar

Ekvatorun kuzeyinde kalan paralellere kuzey paraleli, giineyinde kalan dairelere
giiney paraleli denir. Paralel daireler kuzeyde ve giineyde 90 ar tane olmak iizere
180 tanedirler. Ekvatoru dik olarak kesen, kutuplardan ve yerin merkezinden gecen
diizlemlerin yerkiire ile arakesitleri de meridyen dairelerini olusturur. Londra’da
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Greenwich gozlemevinde bulunan bir gok diirbiiniiniin ekseninden gectigi varsayilan
meridyen, baslangi¢c meridyenidir. Baslangi¢ meridyeninin dogusunda bulunanlara
dogu meridyeni, batisinda kalanlara bati meridyeni denir. Meridyenler 180 tanesi
dogu ve 180 tanesi batida olmak iizere 360 tanedir.

Kiire tizerindeki bir P noktasinin ¢ enlemi o noktadaki ylizey normalinin ekvator
diizlemi ile yaptig1 acidir. Bagka bir deyisle noktanin ekvatora meridyen boyunca
olan uzakligmi yer merkezinde goren agiya o noktanin enlemi denir ve ¢ ile
gosterilir. Bir noktadan gecen meridyen diizlemi ile baslangi¢ meridyen diizlemi
arasinda kalan acgiya da o noktanin boylami denir. 1° aralikla gegen meridyenler
arasinda zaman farki 4 dakikadir. Boylamlar A ile gosterilir. A boylami; Greenwich’
ten doguya dogru pozitif ve batiya dogru negatif olmak tizere 0° ile £180° arasinda
degisir. ¢ enlemi ise ekvatordan kuzey kutbuna dogru (+), giiney kutbuna dogru (-)
olmak tizere 0° ile = 90° arasinda degisir.

Cografi Koordinatlarla Temel Odevlerin Coziimii

Cografi koordinatlarla temel 6dev ¢oziimlerinde kenarlarin dogrultu degerleri i¢in
azimut agist (A) kullanilir. Azimut agis1, bir kenarin o noktadaki meridyen dogrul-
tusu ile saat ibresi yoniinde yaptig1 acidir. Agiklik acis1 (o) verilirse o noktadaki
meridyen konvergensinden (y) yararlanilarak azimut agisina ¢evrilir (A = o +7y).

Kiire yilizeyinde aciklik acisi ve meridyen konvergensi i¢in Soldner koordinat
sistemine bakiniz[4],[7],[20].

Cografi Koordinatlarla I. Temel Odev:
Verilenler: Pi(¢y, A1), s, Az

Istenenler: Po(,, A2), Aoy

uzunluk olarak verilen kenarin agisal karsiligi

oS
R'D

@, = arcsin(sing, cosc + cos@, sinG CosA ;)

SInA,,

A\ = arctan( :
cotc cosg, —sing, CosA,,

hy =4, + AL

sinA
A, = arctan( 12 —)+7
COSC COSA, —tang, sinc
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Ornek-1:
Verilenler: Istenenler:
0 = 39030’18” . 7\,1 = 390 07, 7L2, A21
s =69912.6736 m
A, =141°48 41.2706” R =6374249.664 m
Coziim:
oS
R P
@, = arcsin(sing, cosc + cos, Sinc CosA ;)
A\ = arctan( smA}z
COtG COS@; —sing, cosA, o = 0.6284192404°
@2 =39°00'36”, A, = 39°30'
A, = A, + AL AL =30
i Ay =322°07 40.3376"
A,, = arctan( S, — )+ 2
CoSG COsA, —tang, sinc olarak bulunur.

Cografi Koordinatlarla Il. Temel Odev:
Verilenler: Pi(@y, A1), P2(¢,, Ay)
[stenenler: s, A, Ay,

© = arccos(sing, sing, + cos,cos@, cosAA)
sinA A J

tang,cos@, —sin@,cosAA

SInA A
A,, = arctan , + T
CosA/A sing, —cos, tang,

A, = arctan[

Ornek-2:
Verilenler: Istenenler:
¢®; =39°30°18", A;=39° s, Az, Ayl
¢®, =39°00'36”, A, = 39°30' R =6374249.664 m
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Coziim i¢in yukaridaki esitlikleri kullanirsak,
s =69912.6736 m
A, =141°48' 41.2706" A, = 322° 07’ 40.3376" olarak bulunur.

Uyar: Kiire ylizeyinde ikinci temel 6dev hesaplamalarinda azimut agis1 bulunurken
tipk1 diizlem trigonometride oldugu gibi koordinat farklarina gore bolge irdeleme-
sinin yapilmasi gerekir.

Kiire yiizeyinde Azimut hesabinin direkt formiillerle yapilmasi

Kiire yiizeyinde irdeleme yapmaksizin direkt azimut acis1 bulmak icin asagidaki I,
IT ve IIT ara degerleri hesaplanir [31](*).

AA=Ay-\
[=sinA A
[I=tang,cos¢; — sing;cosAA
[II=tan¢;cos¢g,-sing,cos(AA)

A, = 2.arctan( 180°

I
I — m) "
A,y azimutu i¢in

I
—1I +VIZ + 1112

*(BEKTAS,2019), “Direct bearing angles determination on globe,” MOJ Civil
Engineering, vol. 5, no. 4, pp. 78-80, Dec. 2019.

Ay = 2.arctan( ) + 180°

Ornek-3: Ornek-2 deki problemi direkt formiillerle ¢ozersek

Verilenler: Istenenler:
O = 39°30°18” . 7\,1 =39° S, A12 . A21
@, =39°00'36” , Lk, = 39°30' R =6374249.664 m

AA=hy-A = 30" = 0.5°

[= sin AA=0.008726535

[I=tang,cos¢; — singp;cosAA =-0.011094015
[II=tan¢;cosg,-sing,cos(A1) =-0.011220985
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A, = 2.arctan (ﬁ) + 180°
I
A,y = 2.arctan (m) + 180°

Formiillerini kullanarak Azimut hesabini direkt olarak asagidaki gibi gergekles-
tirebiliriz.

A, =141.81146° = 141° 48’ 41.2706"

Ay =322.12787° =322° 07' 40.3376"" olarak bulunur.

3.2. Kartezyen (Global, Geosentrik) Koordinat Sistemi

4
AN
_ —— P noktasindan
(P gecen normal
0 Zr
g >y
P ' 1%
""""""" Ekvator diizlemi
X
Grw.Baslangic P noktasindan
Meridyeni gecen meridyen
Sekil -9

Kartezyen koordinat sisteminde de kiire yiizeyindeki noktalarin konumunu belir-
lemek miimkiindiir. Yakin ge¢mise kadar fazla ragbet gormeyen bu koordinat sistemi
uydu jeodezisi (GPS gibi) calismalarinin yayginlagmasiyla nispeten giincellik
kazanmustir. Bu sistemde kiirenin merkezine yerlestirilmis bir XYZ {i¢ boyutlu dik
koordinat sisteminde noktalarm konumlar1 tanimlanabilmektedir. Kartezyen koor-
dinat sisteminin orijini kiirenin merkezinde, Z ekseni kiirenin dénme ekseninden
gecip, X ve Y eksenleri ekvator diizlemlerinde olup ayrica X ekseninin baslangic
(Greenwich) meridyeni diizleminden gectigi varsayilir. Kiire ylizeyi lzerindeki
biitiin noktalar X* + Y + Z* = R? kiire denklemini saglar [4],[7].
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Kartezyen ve Cografi Koordinatlar Arasinda Doniisiimler

Kiiresel cografi koordinatlar verildiginde global dik koordinatlar yukaridaki sekil-9
dan asagidaki gibi elde edilebilir.

P(p.M) = P(X,.Y,.Z,)

Xp =R cosg cosh
Y, =R cose sinA
Z, =Rsing

Global dik koordinatlar verildiginde ise kiiresel cografi koordinatlar eldesi asagidaki
gibi olur.

P(X,.Y,.Z,) = P(e,})

2 2 2
R:\/Xp+Yp +72
zZ

p

P sing =—2%
4 R

2 2
1/Xp +Yp
A = arctan (Yp/ Xp) Xp =0
A =180° +arctan (Yp / Xp) Xp <0 ve Yp >0

tang = yada

A =-180° + arctan (Yp / Xp) Xp <0 ve Yp <0

Ornek-4: Asagida kiire yiizeyindeki dort noktanin cografi koordinatlariyla beraber
Global dik koordinatlari listelenmistir. (R=6374249.664m.)

Nokta 0] A X Y Z
1 39°30°18”  39°00°00  3822138.983 3095107.121 4054950.589
2 39°00°36”  39°30°00  3821873.675 3150509.533 4012309.818
3 40°00°09”  39°30°36  3767130.765 3106487.390 4097501.760
4 40°30°36”  39°12°00°  3755609.504 3063000.371 4140589.905
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3.3. Kiiresel Jeodezik Dik Koordinat Sistemleri

Kiiresel jeodezik dik koordinat sistemleri kendi i¢inde asagidaki gibi
1) Soldner (Meridyeni esas alan dik) koordinat sistemi
2) Ekvatoru esas alan dik koordinat sistemi
3) Biiyiik daireyi esas alan dik koordinat sistemi

olmak tizere lice ayrilmaktadir. Meridyen ve ekvator sistemleri biiylik daire siste-
minin 6zel halleridir. Kiiresel jeodezik dik koordinat sistemlerinde referans alinan
daireye ilgili noktadan indirilen dik (biiyiik daire yay1 bigiminde), noktanin jeodezik
dik koordinatlarii belirler (sekil-10). Ekvator sistemindeki jeodezik koordinatlar
cografi koordinatlarin metrik karsiliklaridir.

Kiiresel jeodezik dik koordinat sistemlerinden hangisinin tercih edilecegini genellikle
caligma yapilan bolgenin konumu belirler. Bu sekilde tercih yapilirsa kiiciik koordi-
natlarla calisma imkan1 dogar. Ayrica projeksiyon yapilmasi s6z konusu ise defor-
masyonlarin asir1 olmamasi i¢in ¢alisma bolgesinin sinirli tutulmasi diger bir deyisle
referans daireden fazla uzaklasmamak gerekir. Calisma bolgesinin biiyilikligli buna
imkan vermiyorsa birden fazla koordinat sistemi olusturulur. Ornegin Soldner sistemi
kullaniliyorsa ¢alisma bdlgesinin biiyiikliigline gore farkli meridyen sistemleri segilir.
Bu nedenlerle, ekvator sistemini ekvator boyunca uzanan iilkelerde, meridyen
sistemini bir meridyen boyunca uzanan iilkelerde, biiyiik daire sistemi ise genel hal
oldugu i¢in her bolgede ve Ozellikle cografi koordinatlara gore diagonal bigimde
uzanan bolgelerde tercih etmek uygun olur. S6z konusu biiyiik dairenin tek anlamli
olarak belirlenebilmesi i¢cin ekvatoru kestigi noktanin boylami ile bu noktadaki
meridyenle yaptig1 acinin (azimutun) bilinmesi ya da hesaplanabilmesi gerekir.

Sekil-10 da bir P noktasinin koordinatlar ¢esitli jeodezik dik koordinat sitemlerinde
gosterilmektedir.

Cografi koordinatlar P(op,A)

P, noktas1 baslangicli Soldner koordinatlar1 P(X,Y)

P, noktasi baslangicli Ekvator Sistemi koordinatlar1 P(X,,Y.)

B noktas1 baslangi¢h Biiyiik Daire Sistemi koordinatlari1 P(Xy,Yy,)
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Xs=P,S

Y~=PS
X~=PE=(¢p/p)R
Y=P,E=(A/p)R
Xp=PC

¢ P noktasindan Y, =BC
gecen meridyen

Baslangi¢
Meridyeni

Ekvator

Biiyiik Daire

Sekil —10 Kiiresel Jeodezik Dik Koordinatlar

Kiire yiizeyinde jeodezik hesaplamalar farkli koordinat sistemlerinde (Ornegin
cografi koordinatlarla) yapilabilmekle beraber jeodezide kiirenin elipsoid yerine
kullanildig1 distiniiliirse kiiresel jeodezik dik koordinatlarla calismak uygun diiger.
Zira cografi koordinatlarin tanimina esas olan yiizey normalleri kiire ve elipsoidde
cakismadiklarindan dolay1 cografi koordinatlarla hesaplamalarda elipsoid yerine kiire
kullanilmasi dogru sonuglar vermez. Cografi koordinatlarin kullanilmas1 durumunda
kiire ile elipsoidin egriliklerinin farkli olusu koordinat hesaplarin1 dogrudan etkiler.
Ornegin kiire iizerinde egrilik her noktada ve her dogrultuda sabittir. Oysa elipsoid
tizerinde egrilik enleme bagl olarak her noktada ve her dogrultuda degismektedir. Bu
nedenle kiire lizerinde jeodezik amacli hesaplamalar i¢in egrilige direkt bagli olma-
yan kiiresel jeodezik dik koordinatlarla ¢alismak uygun diiser. Kiiresel jeodezik dik
koordinatlardan Soldner koordinat sistemi jeodezi uygulamalarinda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Cografi koordinatlarla jeodezik hesaplamalarda duyarlik sorunu da bir dar bogaz
olusturmaktadir. Cografi koordinatlardaki 1" lik de§isme yer kiire lizerinde yaklasik
30m ye tekabiil etmektedir. Bu durumda bir noktanin cografi koordinatlarindan 1cm
konum dogrulugu elde edebilmek i¢in ekvatora yakin bolgelerde bile enlem ve
boylamin 0.0003” incelikte hesaplanmasi geregi vardir. Bu incelik kii¢iik elektronik
(cep) hesap makineleriyle saglanamaz. Istenen incelik ancak ¢ift duyarlikli (double
precision) sayilarla ¢alisma olanagi saglayan bilgisayarlarda gerceklestirilebilir.
Ayrica cografi koordinatlarin a¢1 birimli olusu pratikte kullanimlarini engelle-
mektedir. Jeodezik dik koordinatlarin pratikte daha anlasilir metrik sistemde olusu
nedeniyle jeodezik dik koordinatlarin kullanimi yeglenmektedir[4].

Simdi de kiire iizerinde jeodezik hesaplamalarin yapildig1 Soldner koordinat sistemini
ayrintilariyla gorelim.
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Soldner (Meridyeni Esas Alan) Jeodezik Dik Koordinat Sistemi

Bu sistem, adindan da anlasilacagi gibi meridyeni esas almaktadir. Sistemi tanim-
layan meridyen ana meridyen olarak adlandirilir ve ¢alisma bolgesinin yakinlarin-
daki bir meridyen ana meridyen olarak alinir [7],[20].

Baslangic Meridyenine
paralel (y sabit)

A: Azimut
o: Semt (agiklik agisi)

v: meridyen konvergensi
ekvg

P,

Ap=op2+ 71

Sekil 11.a Sekil 11.b

Bu sistemde x ekseni secilen ana meridyendir (sekil-11.a). Meridyen sisteminde kiire
tizerindeki bir P, noktasinin koordinatlar1 s0yle tanimlanmaktadir. P, noktasindan
baslangi¢ meridyenine indirilen dikin uzakligr F,P; aym1 zamanda P; noktasinin y
degeridir (y; = F,P;). Dik ayag1 noktas1 F;’in ana (baslangi¢) meridyen tlizerindeki
baslangi¢ noktasi P, ‘a olan uzaklig1 da x koordinatin1 verir (x; = P,F,). P, baglangi¢
noktasi ekvator tizerinde de alinabilir. Kiire tizerindeki hesaplamalarda kullanilan
kenarlarin (sekil-11.a daki; s, yi,x1,y2,X, degerleri) birer biiylik daire yay1r olmalari
zorunlulugu vardir. Sekil 11.a daki O noktas1 baglangi¢ meridyen dairesinin kutubu
olmaktadir. Dolayisiyla her zaman OF,= OF, = OP, = /2 dir. Soldner koordinat
sisteminde kenarlarin agiklik acilarmmin referans dogrultusu o noktada baslangic
meridyenine ¢izilen paralel y=sabit dairesidir (sekil-11.b). Soldner sistemi
baslangi¢ meridyeni ile belirlidir. Her meridyen sistemi ayri1 bir koordinat sistemi
olusturur. Baglangic meridyeninin solunda kalan noktalarin ordinatlar1 negatiftir.
Aynm sekilde baslangi¢ noktasinin asagisindaki noktalarin apsisleri de negatif
degerler alir.

Jeodezik kutupsal koordinatlara 6rnek olarak sekil-11.a daki P, noktasini verebiliriz.
P, noktasinin kutupsal koordinatlari, P; noktasina dayali olarak P; deki meridyen
dogrultusu ya da P; deki baslangi¢c meridyenine ¢izilen paralel baslangi¢ dogrultusu
olmak tizere (S, A;) yada (S, a,,) ile tanimlanir.
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3.4. Soldner Sisteminde Temel Odev Coziimleri
I. Temel Odev:

Jeodezik dik koordinatlarla temel 6dev ¢oziimlerinde aciklik acisi (o) kullanilir.
Azimut agis1 verilirse o noktadaki meridyen konvergensinden yararlanarak agiklik
acisina (o= A — vy ) cevrilir [7],[20].

Verilenler: P(yy,xy), s, 02

Istenenler: P(y»,X), O

Coziim: P,P,0 kiiresel iiggeninde kosiniis ve kotanjant teoremleri uygulanirsa;

F

Sekil-12

. S . .S .
y, = Rarcsin < cos —sin Y1 4 sin > cos 2L sin o,
R R R R

COS 0|,
Yi

X, = X, + Rarctan

Yi

S . .
cot —cos —8In ~—smna,
R R

S . \ 2
cos —sina;, —tan ~—sin —
R R

o,, = arctan
COS 01,
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Ornek-5:

Verilenler;

X1 =4394996.195 m y1 =0.000 m

oy = 141°48' 41.2706" $s=69912.6734m  (R=6374249.664m)

Istenenler: y,, X,, 0

Coziim: Yukaridaki y,, X;, oy formiilleri kullanilirsa
vy, =43223.055m
Xy = 4340045.347m
o= 321° 48" 47.2990"

olarak bulunur.

II. Temel Odev:
Verilenler: P(y1,X1), Pa(y2, X2)
[stenenler: s, o5, O

Sekil-15 deki P,P,O kiiresel iiggeninde kenar kosiniis ve siniis teoremleri uygula-
nirsa;

. . AX
s = R arccos|sin >Lsin 22 + cos 2L cos 22 cos
R R R R R
. AX
sin—-
a,, =arccos| — R cos?2
.S R
sin—
R
. AX
sin"-
0y, = arccos — Rcos2L b+ 1
.S R
sin—

AX =X, — X,
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Ornek-6:
Verilenler:
Nokta y X
1 0.000 4394996.195

2 43223.055 4340045.347 (R=6374249.664m)

[stenenler: s, o5, O

Coziim: Yukanidaki s, ojn, oy formiilleri kullanilirsa
s =69912.6734m
oy = 141°48' 41.2706"
o1 = 321° 48" 47.2990"

olarak bulunur.

3.5. Soldner Sisteminde Temel Odevlerin Serilerle Coziimii

Jeodezik temel 6dev ¢oziimlerinde kullanilan kenarlar her zaman 50 km den ve
ordinat degerleri de 200km den kiigiik oldugundan karsiliklar1 olan ac1 degerleri de
cok kiiciik olacagindan bunlarin trigonometrik fonksiyonlar1 yerine seri agilimlarinin
asagidaki gibi ilk iki terimlerinin alinmasi yeterli olur.

3
X x2

SInX ~X-— cos X ~1 - —

Daha 6nce temel 6dev ¢oziimleri i¢cin bulunan esitliklerde bu diizenlemeler yapilarak
temel 6dev ¢oziimleri gergeklestirilebilir [4],[20],[28].

Serilerle I. Temel Odev Coziimii
Verilenler: Py (x1,y1), s, 02
Istenenler: Py(x»,y5), 0

Soldner koordinatlariyla I. temel 6dev ¢oziim esitliklerinde seri acilimlar1 kullanilirsa

2 2
o ovau

2R?  6R?

y, =y; tssinay; - V=S8 Ssin o,
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2 2
uy, uy

Xy =X; +ScCos oy + ST T U =S C0S Oy
2R° O6R

021 = Oz - 222 1+ 2, M, —x))£7

olur. Yukarnidaki esitliklerde kiiresel diizeltmeler olarak asagidaki kisaltmalar1 kulla-
nirsak

P, noktasinin koordinatlar1 ve karsi semt, dy,0x ve da kiiresel diizeltmeleriyle,
Yy2=y1 T v+3y
X, =X; tu+ox
Oy =0y +0a £ 7

olur.

Kiire yilizeyindeki I.temel 6dev esitliklerinin diizlem esitliklere benzerligi agikca
goriilmektedir. Diizlemi yaricap1 sonsuz olan bir kiire diisiiniirsek diger bir deyisle
R= oc alirsak yukaridaki esitlikler (kiiresel diizeltmeler sifir olacagindan) diizlem
esitliklere doner. oo = 90° veya 270° olmas1 ya da kenarin ordinat dairesi tistiinde
olmasi1 halinde tiim kiiresel diizeltmeler sifir olur. Kenar (s) ve ordinat (y;) deger-
lerinin 4km nin altinda kalmas1 halinde kiiresel diizeltmeler dy, 6x ve da ¢ok kiigiik
(<Imm) olacaklarindan diizlem hesap yapmak yeterli olur.

Ornek-7:

Verilenler;

X1 =4394996.195 m y; = 0.000 m

oy = 141°48' 41.2706" $s=69912.6734 m (R=6374249.664m)

Istenenler : y,, X5, 0o
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Coziim:
V=S sin a.;; = 43223.5903m u=scos oy =-54950.0058
2 2
u % u y vV
oy =- —— +— oXx= —— -—
Yy 2R2(y1 3j 2R2(y2 3j

dy =-0.5354m 0x =-0.8422m 8o =6.0287”
Yo =y; T v+0y=43223.055m
X2 = X; T u+0x =4340045.347 m

O = os + 8o + 7= 321%48°47.2990”

Serilerle II. Temel Odev Coziimii
Verilenler: Py(x1,y1), P2(X2,y2)
[stenenler: s, o5, O

Coziim 1¢in Soldner koordinatlariyla II. temel 6dev ¢oziim esitliklerinde seri agilim-
lar1 kullanilirsa

V> Ay =y, -y u—>AX=x,—X
A Ny A, N

O RS DB (e

tanom:zz)%_)ﬁ_@’lz

= Y2 = V1~ :xz_x1_5x12 :\/(Ay—éy)z +(Ax— &)

sina,, cosa,

_ A Ay
Sy = - FP(M +7j

Ax Ay
O] = Ola T 002 iﬂ:alz-pp y1+7 /4
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Ornek-8:
Verilenler:
Nokta y X
1 0.000 4394996.195

2 43223.055  4340045.347 (R=6374249.664m)

[stenenler: s, o, O

Coziim: Yukaridaki esitliklerden 8y, 0x;, 0atj, degerleri hesaplanir.

Ay =y>—yi AX =X; — X

Sy, = - 2A]x:2 (yl-l—%j = -0.5354m Xy = %[yg_%zj
daly = - —ZP(M Tyj

o= =227 N7V a4t 2706

Oy =g + 8(112 + 7 = 321°48°47.2990”

- X =&
s= 2N TP N TH TN o015 6734m

sina, cosa,

Kiire yiizeyinde jeodezik kutupsal koordinatlar

Diizlemde oldugu gibi kiire ylizeyinde de bir noktanin konumu hem dik hem de

kutupsal koordinatlarla gosterilebilmektedir.
1) Kiiresel jeodezik kutupsal koordinat sistemi

2) Kiiresel jeodezik dik koordinat sistemi

P

Bir P, baslangic noktasina gore kiire tizerindeki
bir P noktas1 (u,v) kutupsal olarak (p,q) ile dik

koordinat olarak tanimlanabilmektedir.



56 Sebahattin BEKTAS

Kiiresel Jeodezik Dik ve Kutupsal Koordinatlarin Birbirine Doniistiirtilmesi

Dik koordinatlardan kutupsal koordinatlara doniigiim (p,q) — (u,v)

u=R arccos(cos b cos ij
R R
tan 4a
u p
Vv = arctan = arccos| cot—tan—
sin b ( R R j

Kutupsal koordinatlardan dik koordinatlara doniigiim (u,v) — (p,q)
(. ou .
q=R arcsm(sm R smvj

p=R arctan(tan%cosvj =R arcsin(tan % cotvj

Ekvatoru Esas Alan Dik Koordinat Sistemi

K

Greenwich
meridyeni

Ekvator sistemi, cografi koordinat sisteminin metrik karsiliginin kullanildig1 bir
jeodezik dik koordinat sistemidir. Bu sistemde bir P noktasinin x degeri, ilgili P
noktasindan ekvatora meridyen boyunca olan uzakligidir. P nokrasindan ekvatora
indirilen dikin ayaginin ekvator iizerinde P, baslangi¢c noktasina olan uzakligi da y
degeri olur.
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Ekvator Sisteminde I. Temel Odev:

Ekvator sistemindeki temel 6dev hesaplamalari, ayni1 cografi koordinatlarda oldugu
gibi yapilabilir.

Verilenler: P(yy, x1), s, A2
Istenenler: P,(y», X2), A

X, S X, . S
X, = R arcsin| sin—cos— + cos—sin —cosA ,
R R R R

sinA
y, =y, +Rarctan L

S X, . X
cot—Ccos— —sin—COSA ,
R R R

SInA

A, =arctan +m

s .. S, X
COSA ,cos ——sin—tan—

Ekvator Sisteminde II. Temel Odev:
Verilenler: Pi(y1,x1), Pa(y2, X2)

[stenenler: s, A, Ay,

DX, . X X X A
s = R arccos| sin—-sin —= + cos—lcos—zcos—y
R R R R R

sin ﬂ

A, = arctan

X2 Xl : Xl Ay
tan —CcosS— —SIn —COS——
R R R R

. A
sin =Y
A, =arctan +7

Ay . X X X
cos—ysm—z—cos—ztan—1
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Ornek-9:
Verilenler Istenenler
x; =278114.9052 m X2, V2, Ao
y; =444983.8483 m X, =222491.9243 m
s =124299.7418 m vy, =556229.8104 m
A, =116° 33" 44.8051" Ay =296° 36" 06.1454"

R =6373924.115m

Meridyen Yakinsamasi (Konvergensi)

Meridyen sisteminde dogrultular1 belirlemek icin s6z konusu noktadan baslangig
meridyenine c¢izilen paralelin kuzey kanadi baslangi¢ dogrultusu olarak alinirken
cografi koordinat sisteminde o noktadan gecen meridyenin kuzey kanadi baslangic
dogrultusu olarak alinir. Dolayisiyla bulunacak semt (o) ile azimut (A) arasinda bir
(v) meridyen yakinsamasi farki olacaktir.(y = A - o)

Baslangi¢c meridyenine
paralel

PF=x, FP=y

FK=7/2— (¢, +x/R)

KPF dik ticgeninde Neper kuralindan;

sin Y

COt((p + j
° R

. . X
sing = Sln((”o + E]COSE @’nin x ve y’den hesab1

tany =

cos(goo + %] =CotA A tan% AAX’nin x ve y’den hesabi

tany = sing / cotA A =sing@ tanA A
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Ornek-10: P(p, = 38°, A, = 33°) baslangicli meridyen sisteminde P

(¢ =39°45° A = 27°) noktasindaki meridyen konvergensini bulunuz.

Coziim:

tan y = sin ¢ tan AL

AL =X -hy=—6° y=-3°50"41.78" olarak bulunur.

Ornek-11: Kiirede 33° meridyen sisteminde Soldner koordinatlart Y= -15000m. ve

X=237365 m. olan bir P noktasinin cografi koordinatlarin1 ve P noktasindaki
meridyen yakinsamasini bulunuz.

llp = /10 - A}\
X
¥ = 9o+ p = 2,1350098449

Y
tangp
cosy

A=A+ arctan< ) = 32,86498686 = 32°51'53.95"

Y
Q= arcsin(cosﬁp .siny) = 2,135003922 = 2°8'6.01"

Y
o = arctan (sinEp .tam/)) = —0,005029819 = —18.11"

P, noktasinin A, boylami ve P, noktasindaki 0
azimutu biiylik daireyi belirler.

Baslangi¢ alinan biiyiik daire yay1

Bu sistem, meridyen ve ekvator sisteminin genel halidir. Diger bir deyisle biiylik
daire sisteminin 0zel halleri meridyen ve ekvator dik koordinat sistemleridir. Bu
sistem Ozellikle bir meridyen ya da paralel daire sistemine uymayan ¢alisma bdolgeleri
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icin yararli olabilmektedir. Bir biiyiik dairenin kiire lizerinde belirli olabilmesi i¢in
ya lizerindeki iki noktanin koordinatlarinin bilinmesi ya da ekvatoru kestigi noktanin
boylami ile o noktada meridyenle yaptig1 acinin (0) bilinmesi yeterlidir.

Biiyiik daire sistemindeki temel 6devler, aynen ekvator sisteminde oldugu gibi
yapilabilir.

ekvator

Herhangi bir biiyiik daire sisteminde koordinatlar1 verilen bir P noktasinin cografi
koordinatlarinin hesaplanmasi

Verilenler: Ax ve 0 agisi, P(y,x)

Istenenler: P(o, 1)

ABP kiiresel dik tiggeninde;

COSKP = cosl cosi
R R
sml tani
cotf, = R tanf, = R
tan — sinl
R
0,=0-0,

AKP kiiresel tiggeninde, kotanjant teoreminden

cotAP

sinO

COtAA =

=&, =}, +AL

2
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AKP kiiresel tiggeninde siniis teoreminden
sin@zsfr\lAP

€080, = sinAA

Ornek-12: Bir biiyiik daire sisteminde (A, = 0° ve © = 30°) P noktasmin koordi-
natlari,

y=127243.612 m
X =154.343 m (R = 6373924.115 m)
olarak veriliyor. P noktasinin cografi koordinatlarini bulunuz.

y, X koordinatlarinin agisal karsiliklar

%p(’ = 1.14380432° %p(’ = 0.001387403166°
cosAP = cosy cosx :?AP =1.143805263"
tan, = 2™ 5 —0.06950278623°

siny

0,=0-0, =29.93049721°
tanAA = sinb,tanAP = AL = 0.5707575247° = 0° 34'14.73" = |
sin0,sinAP

O =T inAL

= @, =0.9912369645° = 0° 59" 28.45"

Soldner Koordinatlariyla Cografi Koordinatlar Arasinda Doniisiimler

Po(¢o,Ao) baslangicli bir Soldner
koordinat sisteminde koordinatlari
Y, X olan bir noktanin cografi
koordinatlarinin eldesi ya da bu
islemin  tersi  asagidaki  gibi
gerceklestirilir.  Coziim  sekil-14
deki KFP kiiresel dik iiggeninden
yapilir [16].

Sekil-14
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a) Jeodezik Dik Koordinatlardan Cografi Koordinatlarin Eldesi

Bu doniistim probleminde P noktasinin Py(¢p,, A,) baslangicli jeodezik dik koordinat
sistemindeki (Y, X) koordinatlarindan (¢, A) cografi koordinatlar1 istenmektedir.

P noktasindan ana meridyene inilen dikin F ayak noktasinin enlemi,

=, + % ve Neper kuralindan
T Y
cosy = cot(E — E) cot AA olur. Buradan,

tan—

AA = arctan
cosy

A=1,+A1

Yine ayni liggende KP kenar1 i¢in Neper uygulamasi,
V4 . Y .
cos(— — @) = sin(— ——)sin
(2 ?) (2 R) v
: Y .

ve buradan, @ = arcsm(cosE sin )

v meridyen konvergensi,
.Y :
y = arctan(smE tany ) = arctan(sin @.tan AA)

Doniisiim formiilleri 6zet olarak asagidaki gibi olur;

P ¢
V=, R P
Y
tan— p
A=A, +arctan( )
cosy

, Yy .
Q= arcsm(cosE p.8Iny)

.Y
y = arctan(smE p.tany)
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b) Cografi Koordinatlardan Jeodezik Dik Koordinatlarin Eldesi

Bu doniistim probleminde cografi koordinatlar1 verilen P(¢, 1) noktasinin Py(¢,, Ao)
baslangi¢li jeodezik dik koordinat sistemindeki (Y, X) koordinatlar1 istenmektedir.

A =1-2,

KFP kiiresel dik tiggende Neper kurali uygulanirsa,

COoSAA = coty. cot(% - Q)

w = arctan(tan ¢/ cos A1)

X =Ry ~-9,)
X = R.arctan(tan@/cos A1) — R.p,

Y = R.arcsin(sin AA.cos @)

olur.

Ozet olarak uygulama formiilleri asagidaki gibi olur,

AL=A1-4,

w = arctan(tang/cosAA)
R

X=—W-9,)
P

Y = R arcsin(sin AA.cos @)
o,

y = arctan(sin% p.tany) = arctan(sinp.tan A1)
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Ornek 13
Po(¢po = 39°, A, = 35°) baslangi¢li Soldner jeodezik dik koordinat sisteminde koordi-
natlari, Y = 42765.053 m X = 83553.792 m olarak verilen P noktasinin cografi
koordinatlarini1 bulunuz (R = 6373924.115 m).
X o ! "
=0, +Ep:>z//=39 45'03.86

Y
tan—p

A =4, +arctan( )= A=35°30"00.00"

cosys

Q= arcsin(cos%p.sin w) = ¢ =39°45'00.00"

y = arctan(sin%p.tanz//) =y =19'11.01"

Ornek 14

Cografi koordinatlardan jeodezik dik koordinatlarin eldesi

Verilenler: Bir P noktasinin cografi koordinatlari

¢ =39°45' 00" A =35° 30’ 00" seklinde verilmektedir (R = 6373924.115 m).

Istenenler: Py(q, = 39°, A, = 35°) baslangich jeodezik dik koordinat sisteminde P
noktasinin Y, X koordinatlari,

AL=4-1, = A1=0.5°
w = arctan(tan@/cosAA) = =39°45'03.86"

XZE(W—(DO) = X =83553.792 m
PO

Y = Earcsin(sinA/l.cos @) =Y =42765.053m
o,

y = arctan(sin@.tan A1) =y =19'11.01"



4. KURE YUZEYINDE KESTIRME HESAPLARI

Tipk1 diizlemde oldugu gibi kiire yiizeyinde de, kestirme hesaplart yapmak
mimkiindiir. Asagida kiiresel jeodezik dik koordinatlardan en ¢ok kullanilan
meridyen sisteminde (Soldner koordinatlariyla) Onden ve geriden kestirmenin nasil
yapilacag biitiin islem adimlariyla gosterilmistir.

4.1. Kiirede Onden (ileriden) Kestirme
Verilenler: A(Xa,Ya), B(Xb,Yb), a.B.v

Istenilenler: P(x,y)

Onden kestirme probleminin diizlemdeki ¢oziimiinde
oldugu gibi kiirede ¢oOziimiinde de kestirilecek
noktadaki y agisinin 6l¢iilme zorunlulugu yoktur. y
acisinin  Olglilmesi aranan koordinatlarin  dogruluk
derecesini arttirir ve ayrica ag1 6l¢melerinde kontrolii
saglar. A

B

Coziim: Once jeodezik dik koordinatlardan temel 6dev ¢oziimlerinden yararlanarak
(AB), (BA) agiklik agilar1 ile AB kenar1 hesaplanir.

U= Xp=Xa, V= Yb-Ya
wy, u'v u'y, u’v

TR 6R” w =R T GR?

olmak tizere

-6
tan (AB) =222« "%

X, —x,—0

Xab

Yo = Va _5yab _ N T X _5xab

sin( AB) cos(AB)

esitlikleri ile (AB) aciklik agisiyla AB kenar1 kontrollii olarak bulunur.
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(BA) agiklik acis1 igin
5ab == 222 (ya + yb)(xb —Xa)

(BA)=(AB)+5,, t 7
seklinde hesaplanir.

Eksesi hesaplayabilmek ABP tiggeninin ii¢ agis1 da Ol¢iilmiis olsa bile eksesi
e=a+ f+y-180°

seklinde Olgiilen agilardan hesaplamak 6l¢ii hatalar1 nedeniyle pratikte dogru sonug
vermez. Bu nedenle eksesin kiiresel ABP iicgeninin alanindan hesaplanmasi hatta
ABP tiggenini diizlem {liggen seklinde diisiiniilerek yine alanindan asagidaki gibi
hesaplanmasi ¢ogu kez yeteri dogrulugu verir.

AB? sinasin S

F= : ve Alandan ekses hesabi, ¢ - P
2 sin(a+ fB) R’

seklinde ABP ti¢geninin eksesi hesaplanir.

Olgiilen iicgen agilarmin diizeltilmesi i¢in iki durum s6z konusudur:
a) y acisinin da Ol¢iilmiis olmasi,
oOl¢iilen acilar a, B, Y ve w da ticgen kapanmasi olmak tizere
oatP+y="te+w
esitligi yazilabileceginden,
diizeltilmis agilar o’, B°, y* olmak {izere

Wte L wHEe  w+teE
3,ﬂﬂ PRI At S

a=a-

seklinde bulunur.
b) y agis1 dlgiilmemisse,

bu durumda tiggen kapanmasini belirlemek miimkiin degildir. Ekses yukaridaki gibi
hesaplanir. y agis1 asagidaki gibi hesaplanir.

y=180+¢e—(a+PB)
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ve diizeltilmis agilar o’, B°, vy’ olmak tizere

seklinde bulunur.

Uggen kenarlarinin hesaplanmasi diizeltilmis acilardan yararlanarak Legendre
yontemine gore hesaplanabilir.
sin ﬂ' ’ BPZABsma,

sin ¥ siny

AP =AB

esitliklerinden AP ve BP kenarlar1 hesaplanir.
P noktasiin koordinatlarinin hesaplanmasi:

(AP) = (AB)-(a.-w/3),(BP)=(BA)+HP-w/3)
aciklik acilari ile

u, =AP.cos(AP) v, = AP.sin(AP)

u, = BP.cos(BP) v, = BP.sin(BP)

hesaplanir ve kiiresellik diizeltmelerinin hesabi i¢in gerekli y, degeri i¢in yaklagik
deger

v, =y, +v, seklinde hesaplanir.

Kiresellik diizeltmeleri

2 2 2 2
o uy, uuv, _ URYy UV

A 2R  6R*’ »or 2R  6R*’

2 2 2 2
=+ uAyP _ uAvA _ uByP quB

Our 2R* 6R* ™ 2R®>  6R*’

yukaridaki gibi hesaplanir ve P noktasinin aranan koordinatlar1 asagidaki gibi hem
A noktasindan hem de B noktasindan kontrollii olarak hesaplanir.

yP:yA+VA+5yAP yP:yB+VB+5yBP

>

xpzxA+uA+5xAP’ X, =X,+u,+35,,
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4.2. Kiirede Geriden Kestirme

Verilenler: A(ya,Xa), M(Ym,Xm), B(Vs,Xg)
o,f acilari

Istenilenler: P(y,,x,)

Islem adimlari:

1- Oav>Oma > MA, Oy, Oy biiytikliikleri hesaplanir

__(xM _xA)zyA _(xM _xA)z(yM _yA)
”M 2R’ 6R’

S :+(xM _xA) Y _(xM _xA) (yM _yA)

e 2R’ 6R’ P
olmak tizere
tan(AM) _ Yu =V _5YAM
Xy =X, — 5)(AM
ile (AM) bulunur.
8w = 5o (Y + ¥ )Xy —X,)
AM IR? M A M A
MA)=(AM)+6,, tx

ile (MA) hesaplanir. MA kenari,
yM_yA_5 ‘xM_‘xA_5

Yam Xam

sin(AM) cos(AM)
kontrollii olarak hesaplanir. (BM), (MB) ve MB kenar1 da benzer bigimde hesaplanir.
2-v=(MA) — (MB) ile y a¢is1 hesaplanir.
3- AMP ve BMP tli¢genlerinde ekses, liggenlerin diizlem alanlarindan yararlanarak
esitlikleri ile hesaplanir. Eger tiggen eksesleri €,, €, nin hesapla bulunmasi isteni-

yorsa (¢) ve (y) yaklasik degerleri bulunur. Bunun i¢in (¢) + (y) ve(p) - ()
degerleri asagidaki gibi bulunur.
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@) +W) _1gg0 @+ B+Y)

MBsina _ sin(¢)
MAsin f sin(y)

@-w) > W) _ arctancot(45” + (1)) tan Mz(‘”)} ;  cot(d) =

yukaridaki iki denklem taraf tarafa bir toplanip bir de ¢ikarilirsa (¢) ve (y) degerleri
bulunur.

. - MA” sin(a +(p))sin(p) p . o = MB’ sin(f+(y))sin(y) p .
2 sin & R 72 sin R’

4- acilarin Legendre yontemine gore indirgenmesi ve (¢’), (v*) yardimei agilariin
hesaplanmasi

: : : &, &g
a :a——’ = _— = _
3 p=p5 y V7Y 3

olmak iizere AMP ve MBP tliggeninde S ortak kenar1 da siniis teoreminden

AM s%n ﬂ' _ 51'n 1//' tan 4
BMsina  sing

denilerek A’ hesaplanir. Boylece

0 +y
2

:n—%(oc'+[3'+y')ve tan &

esitlikleri ile

@ ;\V ve 2 ;\V degerleri bulunur. Bu degerlerin taraf tarafa toplanip ve
cikarilmalariyla
ety -y ety -y
= + ve = —
® 2 2 v 2 2

¢ ve y elde edilir.
5- AP, BP, (AP) ve (BP) degerlerinin hesabi

AP= AMSNE TQ) gy gy SinB +v)
sin o sin 3

(AP) = (AM) + (9 +%‘>, (BP)=(BM)—(y' +%B>
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6- P noktasinin koordinatlari

Yp =y, +APsin(4P)+6, =y,+BPsin(BP)+0,
X, =x,+APcos(4P)+ 45, =x,+BPcos(BP)+0,

seklinde bulunur.

4.3. Kiirede Jeodezik Hesaplamalarin Diizlem Esaslara Gore
(indirgemeyle) Yapilmasi

Tipki diizlemde oldugu gibi kiire yiizeyinde de temel 6dev hesaplari, kestirme hesap-
lar1, poligon hesaplar1 yapilabilir. Literatiirde bu hesaplamalarin nasil yapilacag
mevcuttur. Bu boliimde farkli olarak kiire yiizeyindeki jeodezik hesaplamalarin
diizlem esaslara gore nasil yapilacagimi gorecegiz. Kiiresel formiilleri hi¢ kullan-
maksizin diizlem formiillerle kiiresel hesaplamalarin yapilabilmesi siiphesiz biiyiik
hesap kolaylig1 saglamaktadir. Ancak bu sekildeki hesaplamalar siirli biiyiikliikteki
calisma bolgeleri i¢in yiiriitiilebilecegi de gdzardi edilmemelidir.

Kiire yilizeyindeki Soldner koordinatlar1 hi¢bir degisiklik yapilmaksizin diizlem
koordinatlar olarak ele almirsa kiire ylizeyinin diizleme ordinat koruyan
projeksiyonu (Cassini-Soldner Projeksiyonu) yapilmis olur. Bu durumda kiire
tizerindeki P, ve P, noktalarinin diizlemdeki karsiliklar1 P’ ve P’, olur(sekil-16).
S6z konusu iki nokta arasinda hesaplanacak semt, kenar degerleri her iki yiizeyde
farkli olacaktir.

Y2 P,
o1 ( Ay tai

AX AX r’12

X2 X2 <

tio
Yi

oo

Sekil-16 Kiire Yiizeyi Projeksiyon Yiizeyi (Diizlem)

Ay =y, -y, ve AXx =X, —x; koordinat farklar1 olmak iizere,

Diizlemde;
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A
tan t;, = Ey ty =ty + 7

Ay  Ax

S = =
sint,, cost,

=JAy? + Ax?

Kirede;

Serilerle temel ddev esitliklerinden (Boliim 4.7.3.2)

Ay — oy
Ax — Ox

tan oy, = O =0 +0a + 77

§ = o _ATA_ ixy o) + (Ax— o)

sina;, cosa,

Yukanidaki esitliklerde gecen Jdy, ox, da kiiresellik diizeltmeleri olup asagidaki
formiillerden hesaplanirlar.

Ax? ij Ax [, Ay?
Sy =- —| y, +— Sx= ——| y2 =
Y 21{2()/1 3 2}22(y2 3
Ay
5(1_'_2,0()’1 7)

Kiire ve diizlemde hesaplanan semt ve kenar degerleri arasindaki farklar hesapla-
nabilir[4], [7], [16].

Oty =as - tp @ semt indirgemesi

0s=S-s : kenar indirgemesi

os=8S—5=—

)
T (v2 +3p, + 2 )cos’t,,

o, =a,—t, = 622 Ax(2y, +y,)+ 611.;2 (y12 TV, +y22)5int12 cost?,,

Ote yandan semt farklari yerine dogrultu farklarinin almabilecedi gerceginden
hareketle dogrultu indirgemesinin semt indirgemesine esit olacagi ortaya ¢ikar.
Oryy =0ty =T — 1’12

Yukaridaki indirgeme esitliklerine bakildiginda indirgeme miktarlariin dogrultuya
bagli oldugu buradan Ordinat koruyan projeksiyonun konform (a¢1 koruyan) bir
projeksiyon olmadig1 ortaya ¢ikar. Baslangic meridyenine yakin bolgelerde bu
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indirgeme farklar1 dikkate alinmayacak kadar kiiciik olmakla beraber baslangi¢
meridyeninden uzaklasildik¢a bu farklarin dikkate alinmasi geregi ortaya ¢ikar.
Indirgeme miktarlarmin biiyiikliigii ilgili kenarin dogrultusuna ve meridyenden
uzaklagsmaya baglidir. Ax =0 olmasi ya da kenarin ordinat ekseni yoniinde (0=90°
ya da 270°) olmasi halinde tiim indirgemeler sifir olur. Ordinat koruyan projeksi-
yonun adi1 da buradan gelmektedir. Ayrica tiim indirgeme esitliklerinde gecen 1/6R*
terimi nedeniyle s ve t diizlem degerleri yerine S, a kiiresel degerlerinin indirgeme
esitliklerinde kullanilmasi sorun yaratmaz.

Indirgeme formiillerinde gegen noktalardan herhangi birinin sézgelimi P, noktasinin
Soldner koordinatlar1 (x,,y,) sayet bilinmiyorsa, bu noktaya koordinatlar1 bilinen bir
noktadan (6rnegin P; den) diizlem esaslara gore I.temel 6devden asagidaki gibi
koordinat tasinabilir.

X, ®x, +Scosa, y, ®y, +Ssing,, 12 = (P,Py)=tan" (Ay/Ax)

X, ® X, +S5COSst, Y, =y, +ssint,

Stiphesiz bu sekilde P, noktasinin hesaplanan koordinatlar1 yaklasik degerler olup
sadece indirgeme islemi i¢in kullanilabilir.

O halde kiire ylizeyinde verilen a:semt (r:dogrultu), S:kenar 6l¢li degerleri diizleme
ti2 =0us - Otya
1’1y =15 - Oty
s=S - Os

seklinde indirgenerek elde edilecek diizlem degerlerle diizlem esaslara gore hesap-

lamalar yiiriitiiliirse bulunacak koordinatlar ayn1 zamanda kiire yiizeyindeki Soldner
koordinatlar1 olacaktir.

Boylece diizlem hesapla kiiresel koordinatlar bulunmaktadir. Bu sekilde kiire yiize-
yindeki temel 6dev hesaplari, kestirme hesaplari, poligon hesaplar1 yapilabilir. Ancak
bu sekildeki hesaplamalar sinirli biiytikliikteki ¢aligma bolgeleri icin yiiriitiilebilir.

Ozet olarak kiire yiizeyindeki hesaplamalar1 diizlem esaslara gore yapmak istersek,
yapilmasi gereken sadece kiire yiizeyindeki semt, dogrultu ve uzunluk (o, r ve S)
Ol¢iilerinin ordinat koruyan projeksiyon kuralina gore indirgenerek diizlem karsilik-
larinin (t, r’ ve s) bulunmasi ve bu degerlerle diizlem hesap yapilmasidir.
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Kiire Yiizeyinde Temel Odevlerin indirgemelerle Yapilmasi

Kiire tizerindeki temel 6dev ¢ozlimleri, eger Ol¢iiler ordinat koruyan projeksiyon
kuralina gore indirgenirse diizlem esaslara gore temel 6dev ¢oziimleri yapilabilir.
Boylece hesaplamalarda biiyiik kolaylik saglanir.

I. Temel Odevin indirgeme Formiilleriyle Céziimii

Verilenler : Py (x1,y1), S, o,

Istenenler : Py(X5,y»), 01

Indirgeme formiillerinde ikinci noktanin koordinatlar1 da gerektigi icin dncelikle bu
amag i¢in ikinci noktanin yaklasik koordinatlar1 hesaplanmalidir.

y2 2yt Ssin oy
X, X+ S cos o,

Indirgenmis aciklik acis1 ve kenar degeri

S
F=§-s=——0 (77 + 3,3, +y7)eos™ ¢,

o, =a,—t,= 622 Ax(2y, +y,)+ 61’;2 (v + 3.3, +¥7 )sint,, cost,

yukaridaki indirgeme formiillerinden,
ti2 =z - Ot thy=tptmn
s=S-0s
seklinde elde edilir. Istenen ikinci noktanin kesin koordinatlari diizlem I. Temel
odev ¢ozlimiine gore,
Y2 =y Tssinty
Xy =X +SCOoS tp
kars1 agiklik agis1 ap; de oty indirgemesi hesaplanarak
Op1 =ty + Oty

Olur. Bu yontemle temel 6dev ¢oziimiinde, indirgeme degerleri ikinci noktanin
yaklasik koordinatlar1 kullanilarak hesaplandigr i¢in dogrulugu artirmak amaciyla
kesin koordinat degerleri kullanilarak indirgeme degerleri yeniden hesaplanmali sayet
anlaml1 bir fark varsa bu yeni indirgeme degerleriyle hesaplama tekrarlanmalidir.
Indirgeme yonteminin kullanildig1 tiim jeodezik hesaplamalarda bu durum séz
konusudur.
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Ornek-7:
Verilenler;
X; =4394996.195 m y1 =0.000 m
o = 141°48' 41.2706" S=69912.6734 m (R=6374249.664m)

Istenenler : y,, X5, 01

Céziim: Ikinci noktanin yaklasik koordinatlari
vy, =y + Ssin oy, =43223.59m
X, X1 + S cos o =4340046.189m

Indirgenmis aciklik acis1 ve kenar degeri yukaridaki indirgeme formiillerinden,

S
F=5-s=——0 (77 + 3,3, + 37 )cos™ ¢,

PO
6R’

P .
o, =a,—t, = Ax(2y, +y,)+ (y12+y1y2+y22)51nt12005t12

6R’
Ot1, =-2.7777" Oty =+3.2508” ve 08s=-0.33099m
tip = oy — Ot;; =141° 48° 44.0482” th) = t1p £ w=7321°48" 44.0482”
s =S -0s=69913.0044m

seklinde elde edilir. Istenen ikinci noktanin kesin koordinatlar1 diizlem 1. Temel
odev ¢ozlimiine gore,

Yy, =y + ssin tj, =43223.055m
X; =X; + s cos tj, =4340045.347m
kars1 acgiklik agis1 o, de
01 =ty + Oty; = 321°48” 47.2990” olarak hesaplanir.

II. Temel Odevin indirgeme Formiilleriyle Coziimii
Verilenler : Py(X1,y1), P2(X2,y2)

Istenenler : S, a2, Oy

Coziim: Once projeksiyon diizlemindeki agiklik agis1 ve uzunluk degerleri noktalarin
verilen koordinatlarindan yararlanilarak hesaplanir.
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Ay=y,—y1 ve AX=X;-X
A
tan t;, = Ey ty =ty +7

Ay  Ax

sint,, cost,

s = =AY’ + Ax?

indirgeme formiillerinden yararlanarak kiiresel degerler,

S
F=5-s=——0 (77 + 3,3, + 37 )cos™ ¢,
o, =a,—t, = 622 Ax(2y, +y,)+ 611.;2 (y12 TV, +y22)5int12 cosf?,,
oy =ty + Bty ap1 =ty + Sty

S=s+0s

seklinde elde edilir. II. temel 6dev ¢oziimiinde noktalarin koordinatlar1 verildigi i¢in
iterasyona gerek yoktur.

Ornek-8:
Verilenler:
Nokta y X
1 0.000 4394996.195

2 43223.055 4340045.347 (R=6374249.664m)
Istenenler : S, a2, Ob;

Coziim: Once projeksiyon diizlemindeki agiklik agis1 ve uzunluk degerleri noktalarin
verilen koordinatlarindan yararlanilarak hesaplanir.

Ay =y, —y;=43223.055 AX = X, — X;= -54950.848

t;, = arc tan% =141.8122356° =141° 48” 44.0482”

th =t £ 1 =321.8122356" = 321° 48 44.0482” ve

s = Ay +Ax* = 69913.0044m
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Indirgeme formiillerinden yararlanarak kiiresel degerler,
Ot;p=-2.7777" 8ty =+3.2508” ve &s=-0.33099m
oy =ty + Otp=141° 48 41.2705” O =ty + Oty; =321° 48 47.2990”
S=s+08s=69912.6734m

seklinde elde edilir.

Soru:

Soldner koordinatlari;

Y =27652.00m Y,=-17400.00m
X1=4327642.00m X,=4321000.00m

Olarak verilen iki nokta arasinda II. temel 6dev yparak istenenleri bulunuz.

T, -t = 6% (x, —x) 2y, +y,) + Lz (312 + y1¥2 + ¥, sint; costy
S—s= — (y1 + 17, + y,2)cos?t, (R=6370km)
Cevap:

A
ti, = arctanﬁ = 261°6133187 = 261°36'47.95"

s = 45538.98185m
t,, = 81°36'47.95"

Tz — tip
p
= @ (x; — x)(2y1 + ¥2)
6R2 (1® + y1y2 +¥2?) sint; costy
S—s= —@0’1 + y1y2 + y2?)cos’ty

S —s=-.002332m
S =45538.97952m

dtl - le - tlz - _0.14‘162653”
T, = 261°6132794 = 261°36'47.8056"

dyy = Tyy — tpy = 0.0314" T,, = 81°36'47.9787"
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Kiire Yiizeyinde indirgeme Formiilleriyle Kestirme Hesaplan

Kiire ylizeyinde kestirme hesaplar1 ig¢in gelistirilmis 6zel yontemler olup bunlar
literatiirde mevcuttur [1],[4],[20]. Ancak burada kestirme hesaplar1 hesap kolayligi
nedeniyle indirgemeler suretiyle diizlem esaslara gore yapilacaktir. Bu amacla
yapilan tim Olciiler indirgeme formiilleriyle diizlem degerlere doniistiiriiliir. Sayet
Olciilen agilar verilmigse bunlar dogrultulara ¢evrilir[7].

S
F=§-s=——0 (v + 3,3, + 37 Jeos™
P Y% -
o, =a,—t, = 6R’ Ax(2y, +y,)+ 6R’ (y12 I, +y22)51nt12 cost,,
Seklinde verilen indirgeme formiillerinde,
sin tj, = & CoS tjp = Ax
s s

degerleri kullanilarak indirgeme formiilleri asagidaki gibi daha sade bir bigime
sokulabilir. P; ve P, noktalar1 arasinda kiiresel uzunluk S, kiire ylizeyinde Olgiilen
dogrultu r ise bu degerlerin diizlem karsiliklar1 s ve r’ asagidaki gibi bulunur.

Ay=y,—y, ve Ax=Xx;—x; olmak iizere

2
S=S+6i:—zs(yf 7, +3)
r'=r—§ (21 +7:)+ 7 + 9, +y§)ﬁ
Olgiiler indirgeme esitlikleriyle diizleme indirgendikten sonra tamamen diizlem
trigonometri esaslarima gore biitiin jeodezik hesaplamalar (temel odev, kestirme,
poligon hesaplar1 gibi) diizlemdeymis gibi yapilir ve Soldner sisteminde
koordinatlar1 bilinen noktalara dayali olarak diger noktalarin kesin koordinatlari
hesaplanir. Indirgeme islemlerinde yaklasik koordinatlar kullanilmissa diizlem
hesap sonucunda bulunan kesin koordinatlarla indirgeme biyiikliikleri yeniden
hesaplanir. Eger yeni hesaplanan indirgeme degerleri ile ilk hesaplanan indirgeme
degerleri arasinda anlamli bir fark varsa bu yeni degerlerle hesaplama tekrarlanir
yani iterasyon yapilir.
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Kiirede Onden Kestirme
Verilenler: A(Xaaya)a B(XbaYb)a a, B
Istenilenler: P(x,y)

Sekil-17

Coziim:

Kiire ylizeyinde 6l¢iildiigii varsayilan agilar (yatay dogrultular) diizleme indirgenir.
Olgiilen agilar dogrultu farklar1 seklinde diisiiniiliirse aralarindaki iliski,

Ol = Typ - Tap B:rbp'rba
seklinde olur.

Bu dort 7, dogrultusu asagidaki sekilde indirgenir

r=r —g—gf{@yl +3,)+ (07 + 3, +ﬁ)ﬁ}
ve elde edilen ' dogrultulariyla diizlemdeki a ve B acilart bulunur ve bu degerlerle
diizlem 6nden kestirme hesabi yapilarak sonuca ulasilir. Bu indirgeme islemlerinde
kestirilecek noktanin koordinatlarinin yaklasik da olsa bilinmesi gerekmektedir. Bu
nedenle kestirilecek noktanin yaklasik koordinatlar1 problemin biitiin verilenleriyle
diizlemde kabul edilip ¢oziilmesiyle elde edilir.

Ornek-1: Soldner sisteminde koordinatlar1 verilen 2 ve 3 noktalarindan kestirilecek
1 noktasina olan dogrultu olgiileri verilmistir. 1 noktasinin Soldner koordinatlarini
bulunuz (sekil-18).

Nokta y X

2(A)  43223.055 4340045.347

3(B) 43462.260 4450468.234
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DN BN rix (Ole.Dogrultu)

" x P(1)
2 1 322.12787160°
, X 0.44222481
................. Y
3 , 180.44858670
. | 21840557320 )
S(;k."[‘f(? - B(s)

Istenilenler: (1)P(x,y) koordinatlar:

P (1) noktasinin yaklasik koordinatlarini diizlem o©Onden kestirme hesabiyla
bulabilmek i¢in oOncelikle Olgiilen dogrultu farklarindan o ve [ taban agilar
hesaplanirsa agsagidaki degerler elde edilir.

a=38.31435321° ve B =37.9569865°

Taban acilartyla onden kestirme esitliklerinden kestirilecek noktanin yaklasik
koordinatlari,

(y, —y,)cota —(x, —xa):
cota +cot

-3.838m

YV, =Vt

_ t + _
v = x 4 FTX)COEH (Vs = Vi) _ 4304006 197m

cota +cot

olarak bulunur.

Not: Bu esitlikler sekil-17 ye goredir ve kestirilecek olan nokta AB dogrusunun
solunda kalmaktadir. Yani kestirilecek noktadan bakildiginda sagdaki nokta A ve bu
noktada ki taban agis1 o , soldaki nokta B ve bu noktadaki taban agis1 f dir. AB
dogrusunun saginda kalan P noktasi i¢in yukaridaki esitliklerdeki o ve B agilarinin
eksi isaretli alinmasi gerekir.

Olgiilen dogrultular indirgenerek diizlem degerlere doniistiiriildiigiinde
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DN BN rix (Ole.Dogrultu) Indirgeme r’w(Indirg.Dogr.)
2 1 322.12787160° 3.251” 322.12696856°
2 3 0.44222481 12.147 0.43885054
3 2 180.44858670 -12.149 180.45196143
3 1 218.40557320 -3.304 218.40649089

degerleri elde edilir. Bu indirgenmis dogrultularla diizlem taban agilar1
o =153 -1 B’ =13 —13
o’ =38.31188198° ve [’=37.95452946°

olur ve bu acgilarla yeniden diizlem 6nden kestirme yapilirsa,

P (1) noktasiin kesin koordinatlari

(yb _ya)COta _(xb _xa) — _00003m
cota'+cot f'

Yy =YaTt

_ t '+ _
v =y 4 B TXICONEHY, = V) _ 4304006 195m

P cota'+cot f5'

olarak bulunur. Indirgeme degerlerini kontrol amaciyla yukarida bulunan koordinat-
larla dogrultu indirgeme degerleri yeniden hesaplanmis ancak ayni degerler tekrar
elde edildiginden iterasyona gerek kalmamustir.

Kiirede Geriden Kestirme

Verilenler: A(ya,xa), B(¥s.Xg) , C(Yc,Xc)
o, acilart

Istenilenler: P(y,,x,)

Sekil-19
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Coziim: Kiire iizerinde olciiler (dogrultular) diizleme indirgenir. Olgiilen agilar
dogrultu farklar1 seklinde diistiniiliirse aralarindaki iliski,
OL=TIpb - Tpa B=Tpe-Tp
seklinde olur.
Bu ti¢ 7;; dogrultusu asagidaki sekilde indirgenir
r'=r —gﬂ%‘f @y +32)+ (2 + s + 3 )ﬁ

ve elde edilen »’; dogrultulaniyla diizlemdeki o ve B acilari bulunur ve diizlem
geriden kestirme hesabi1 yapilarak sonuca ulasilir. Bu indirgeme islemlerinde
kestirilecek noktanin koordinatlarinin yaklasik da olsa bilinmesi gerekmektedir.

Ornek-2: Kestirilecek 1 noktasindan Soldner sisteminde koordinatlart verilen 2, 3 ve
4 noktalarina olan dogrultu 6lg¢iileri verilmistir. 1 noktasinin Soldner koordinatlarini
bulunuz (sekil-20).

Nokta y X

A3(B)
2(C)  43223.055 4340045.347 1(P):

3(B) 43462.260 4450468.234

4(A) 16916.746  4506823.277

" 5o
DN BN ri (Ol¢.Dogrultu) Sekil-20
1 4 8.60270358°
3 38.07942931
2 141.81146400

Istenilenler: 1(P) noktasinin (x,y) degerleri

Coziim: Oncelikle 6l¢iilen dogrultu farklarindan o ve B taban acilar1 hesaplanirsa
asagidaki degerler elde edilir.

a=29.47672573° ve B =103.7320347°
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Kestirilecek 1 noktasinin yaklasik koordinatlar1 Delambre yonteminden

ant, = (Ya—-Yb)cota + (Yc—Yb)cot B —(Xc— Xa) ¢, = 38.07961012°
(Xa — Xb)cota + (Xc — Xb)cot B+ (Yc—Ya)

Buradan kestirilecek 1 noktasinin yaklasik koordinatlart;

Yc—Ya+ Xatan(t, —a)— Xctan(t, + B)
X, = =4394996.57m
tan(¢, —a)—tan(¢, + S)

Y, =Ya+ (X;-Xa) tan(t,- o) =-1.212m
olarak bulunur.

Olgiilen dogrultular indirgeme formiilleriyle diizlem degerlere doniistiiriildiigiinde

DN BN rix (Olc.Dogrultu) Indirgeme r’w(Indirg.Dogr.)
1 4 8.60270358° 1.636” 8.60224909°
1 3 38.07942931 2.816 38.07864719
1 2 141.81146400 -2.778 141.81223555

dogrultu degerleri elde edilir.
Bu indirgenmis dogrultularla diizlem taban agilar
o =r3—1"14 =1 n-1 13
o’ =29.4763981° ve B’ =103.7335884°
olur ve bu agilarla yeniden diizlem geriden kestirme yapilirsa,

tan t. = (Ya —Yb)cota'+(Yc—Yb)cot f'—(Xc— Xa)
® " (Xa - Xb)cota'+(Xc — Xb)cot f+(Yc - Ya)

= t, =38.07864746°

Buradan kestirilecek 1 noktasinin kesin koordinatlari;

_ Ye—Ya+ Xatan(t, —a')— Xctan(z, + S')
tan(t, —a') — tan(z, + B')

=4394996.196m

Xi

Y=Y, +(X;-X,) tan(t,- o) =-0.0005m

olarak bulunur. Indirgeme degerlerini kontrol amaciyla yukarida bulunan koordi-
natlarla dogrultu indirgeme degerleri yeniden hesaplanmis ancak ayni degerler
tekrar elde edildiginden iterasyona gerek kalmamuistir.
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4.5. Kiire Yiizeyinde Poligon Hesabi

Cok uzun kenarli poligonlarin hesabinin diizlemde yapilmasi dogru olmaz poligon
hesabinin kiire yiizeyinde yapilmas1 gerekir. Indirgeme formiilleriyle kiire iizerinde
poligon hesabi yapmak miimkiindiir. Bunun i¢in 6l¢iilen poligon agilar1 (dogrultular)
ve kenarlar (deniz seviyesindeki) indirgeme esitlikleri yardimiyla diizlem degerlere
doniistiiriiliir. Olgiilerin indirgenmesi asamasinda poligon noktalarinin yaklasik da
olsa koordinatlarinin bilinmesi gerekir. Bunun i¢in diizlem esaslara gore yapilacak
bir poligon hesabr ile poligon noktalarmin yaklasik koordinatlar1 bulunur. Indirgeme
islemleri tamamlandiktan sonra indirgenmis ol¢iilerle yapilacak ikinci bir poligon
hesabi ile poligon noktalarinin Soldner koordinatlar1 bulunur[7].

Ornek-3: Kiire yiizeyinde uzun kenarl poligon hesabi

101

Sekil-21 Uzun Kenarli Poligon Gegkisi

Sekil-21 deki uzun kenarl1 poligon geckisinde 1,2,3 ve 4 nolu nirengi noktalarinin
Soldner sisteminde koordinatlari, sekilde gosterilen kirik agilar1 ve deniz seviyesine
indirgenmis yatay kenar uzunluklar1 verilmistir. Poligon hesabini yaparak 101 ve
102 nolu poligon noktalarinin Soldner sisteminde koordinatlarini bulunuz.

Nokta y X

1 148797.8870  202114.4370

2 172019.3820  233127.7370

3 180428.5440  265006.6990

4 201374.8450  296889.5260
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Poligon ac1 ve kenar olciileri
B1=183.30540° S;=11851.879 m
B,=183.56710° S,= 9859.157m
B;=208.01259¢ S;= 11 426.546m

B4=221.23667*°

(R=6373882.243m)

Coziim:
Kirilma Acikhk
Kenar .
NNo Agilari Agilari S Ay=s.sint | Ax=s.cost Y X
B t
1
-83 40.91597
2 183.3054 2.139 3.85 172019.382 | 233127.737
-83 24.21307 11851.879 |4399.825 11004.934
101 183.5671 1.779 3.202 176421.346 |244136.521
-83 7.77187 9859.157 {1200.621 9785.780
102 |208.01259 177623.746  |253925.503
-83 15.77616 11426.546 |2.062 3.712
3 221.23667 2802.735 11077.483
37.00446 180428.544 |265006.699
4
837.03773 [Ay]= [AxF 8409.162 31878.962
37.00446 [sF 8403.181 31868.197
fp=-332% 33138m 8403.181 31868.197
f=5.981m fi=10.765m

Poligonlarin Yaklasik Koordinatlarinin Hesabi

Ay=y,—-y; ve Ax=Xx;-—X; olmak iizere
Ax? (o 2
s=8S+—— +yy, +y
6RZS(1 1V2 2)
' PAX 2 2 Ay
r'=r——| 2y, +y, )+ + Vv, + V5 |———
6R2 ( 1 2) (1 172 Z)Ay2+Ax2

Oncelikle indirgeme islemlerinin yapilabilmesi igin yeni poligon noktalarmin
yaklagik koordinatlarina ihtiyag vardir. Bu amagla diizlem poligon hesabiyla
noktalarin yaklasik koordinatlar1 hesaplanir. Olgiilen poligon agilar1 dogrultulara
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cevrilir. Poligon hesabiyla bulunan noktalarin yaklasik koordinatlar1 kullanilarak
tim dogrultularla Olglilen yatay kenarlarin asagidaki indirgeme esitliklerine gore

indirgemeleri yapilarak diizlem degerler hesaplanir.

Dogrultularin (acilarin) indirgenmesi

Ol¢.Dog dr=r’-r indg.Dogr indg.Aq1
DN BN r(g) (cc) r’(g) P’(2)
2 1 0.000000 -56.98 -0.005698
2 101 183.305400 -96.95 183.295706 183.301405
101 2 0.000000 -66.90 -0.006690
101 102 183.567100 -43.27 183.562772 183.569461
102 101 0.000000 -16.12 -0.001612
102 3 208.012590 -75.24 208.005069 208.006682
3 102 0.000000 -44.15 -0.004415
3 4 221.236670 -177.98 221.218869 221.223286
Kenarlarin indirgenmesi
Ol¢.Kenar ds=s-S Indg. kenar
DN BN s(m) (cm) s(m)
2 101 11851.8790 381.87 11855.6977
101 102 9859.1570 374.72 9862.9042
102 3 11426.5460 423.75 11430.7835

Indirgenmis a¢1 ve kenar uzunluklariyla yapilacak yeni bir diizlem poligon hesabiyla
poligon noktalariin kesin Soldner koordinatlar1 bulunur.
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Kirilma Acikhk
Kenar .
NNo Acilari Acilari Ay=s.sint | Ax=s.cost Y X
p t i
1
-31 40.91597
2 183.301405 0.039 -0.002 |172019.382 (233127.737
-31 24.214275 |11855.698 [4401.450 11008.397
101 [183.569461 0.033 -0.001 | 176420.871 |244136.132
-31 7.780636  |9862.904 |1202.425 9789.334
102 [208.006682 177623.329 |253925.465
-30 15.784218 | 11430.783 |0.038 -0.002
3 221.223286 2805.177 11081.236
37.00446 180428.544 |265006.699
4
837.016804 [Ay]= [AxF 8409.162 |31878.962
37.00446 [sE 8409.052 31878.967 | 8409.052 |31878.967
fy=-123% 33149 f=0.110m |f,=-0.005m

Kesin Poligon Hesab1
Hesap Bolgesinin Simirhiligi

Soldner koordinat sisteminde baslangigta verilen kapali formiillerle temel 6dev
esitlikleri geneldir. Yani her kenar uzunlugu ve her ordinat degeri icin gegerlidir.
Opysa serilerle ve indirgemeli hesaplamalar bir miktar yaklasiklik igerir. Dolayisiyla
serilerle ve indirgemeli hesaplamalar formiilleri sinirli biiytikliikteki bolgeler i¢in
kullanilabilir. Bu sinirlar Y,,,,<200km ve S;,,x<50km .dir

Yapilan aragtirmalar; ordinat ve kenar uzunlugu toplammin S+Y;< 250km olmasi
halinde +1cm konum dogrulugunun saglanacagini gostermektedir.

Asagidaki tablo bu konuda fikir verecektir.

Hata |Serili ve Indirgemeli formiillerde asilmamasi gereken Y; ve S i¢in smir degerler (km)
<lcm | Y;:140 150 160 180 200 230 250 290 350
S :90 80 70 60 50 40 30 20 10

Tablo incelendiginde; baslangi¢c meridyeninden ¢ok uzaklasilmasi veya ¢ok uzun
kenarlarin kullanilmasi halinde indirgemeli esitlikler tam dogru sonuglar vermez. 3
derecelik dilimlerin kullanildig: diisiintiliirse Y- ordinat degerinin alacagi en biiylik
deger £167 km olacaktir. Yukaridaki tabloya baktigimizda +1cm konum dogrulugu
icin 65km uzunlukta kenarlara izin verildigini goriiyoruz. Dolayisiyla indirgemeli
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formiiller dilimlerin en uglarinda bile 65km uzunlukta kenarlarin kullanilmasina izin
vermektedir. Ote yandan pratik jeodezik ¢alismalarda bu uzunlukta bir kenarm
Ol¢iilmesinin s6z konusu olamayacagini da biliyoruz. Sonug olarak burada verdigimiz
indirgemeli formiillerin rahathikla tiim jeodezik ¢alismalarda kullanilabilecegi
ortaya c¢ikmaktadir. Diger bir deyisle bu sinir degerler jeodezi uygulamalar igin
genelde her zaman yeterli olur. Zira Soldner sisteminde baslangi¢c meridyeni ¢alisma
bolgesinin ortalarinda segilir. Buna ragmen bu siir degerler asiliyorsa ikinci bir
meridyen sistemi segilir ve gerekiyorsa dilimler (meridyen sistemleri) aras1 koordinat
dontisimii yapilir.

Farkli dilimler arasinda koordinat doniisiimii yapmak icin Once bir sistemdeki
Soldner koordinatlarindan kiiresel cografi koordinatlar hesaplanir sonra da hesap-
lanan bu cografi koordinatlardan ikinci sistemdeki Soldner koordinatlarina gecis
yapilir.

4.6. Soldner Sisteminde Komsu Dilimler Arasinda
Koordinat Doniisiimii

Soldner sisteminde serilerle ve indirgemeli formiillerin kullanilmasi durumunda
dilim genisliklerinin sinirli tutulmasi gerektigini biliyoruz. Ayrica kiire ylizeyinin
diizleme projeksiyon s6z konusu oldugunda dilim orta meridyeninden (D.O.M)
uzaklagmalar deformasyonlar1 agir1 biiyiitiir. Bu nedenle dilim genisliklerinin smirh
tutulur. Hesap bolgesi birden fazla dilimi kapsiyorsa komsu dilimler arasinda
koordinat doniisiimii gerekebilir[4].

Sol Dilimin

Sag Dilimin
D.O.MAq

D.OMMA,

S

X’p

> Pp

Sol (Bat1) Dilim Sag (Dogui Dilim

Sekil-22
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Ornegin sekil-22 de bir P noktasinin A, sisteminde Y,,X, Soldner koordinatlari
verilmekte ve ayni noktanin komsu A’, sisteminde Y’,,X’, Soldner koordinatlari
istenmektedir. Coziim igin verilen Soldner koordinatlarindan 6nce noktanin cografi
koordinatlar1 sonra da cografi koordinatlardan ikinci sistemdeki Soldner
koordinatlar1 hesaplanmaktadir.

(XpaYp) ro —» ( 0p }"p ) E— (X’paY’p) 2o

Ornek-4: 33° meridyen sisteminde Soldner koordinatlart;
Y= 164 938.865m
X =4891657.885m

olarak verilen noktanin 36° meridyen sistemindeki Soldner koordinatlarini bulunuz.
(R=6373394m)

Coziim:
Once noktanin verilen Soldner koordinatlarindan cografi koordinatlar1 bulunur.
Ao=33°i¢in
(v =X/R)
A=A tarc tan[tan(Y/R) / cos y )]= 35.06000934°= 35° 3’ 36.03”
¢ = arc sin[cos(Y/R) * sin y )] =43.9567036° =43° 57" 24.13”
Bu cografi koordinatlardan A,=36° i¢in Soldner koordinatlar1 hesaplanir.
AA=A-Lo=-0.93999066°
v = arc tan[tan()/cos(AL)]= 43.96055658°
Noktanin A,=36° meridyen sistemindeki Soldner koordinatlari
X=R(y/p)=4 890 027.676m
Y= (R/p) arc sin[cos(¢) sin(AL)]=-75 268.465m

seklinde bulunur.



5. HARITA PROJEKSIYONLARI

Harita Projeksiyonunun Tammmi: Yeryuvarinin topografik yiizeyindeki dogal ve
yapay her tiirli 6zellik ve tesislerin bir haritaya aktarilabilmesi i¢in yeryiizi bilgileri
once yeryuvari i¢in kabul edilmis bulunan elipsoid veya kiire gibi referans yiizeyine
indirgenir. Daha sonra bu bilgiler bir harita diizlemine tasinir. Referans yiizeyi
olarak alinacak kiire veya elipsoid gibi egri yiizeyler dogrudan dogruya diizleme
acillamazlar. Bu nedenle referans yiizeyine indirgenmis yerylizii bilgileri
matematiksel veya geometrik kurallar uygulanarak ya dogrudan dogruya ya da
diizleme acilabilen silindir ve koni gibi ara yiizeylere aktarilirlar. Bu isleme “Harita
Projeksiyonu” denir. Harita projeksiyonunda yararlanilan diizlem ya da diizleme
doniigsebilen koni ve silindir gibi yardimci ylizeylere “projeksiyon yiizeyi” adi
verilir [4],[6],[18]. Dogaldir ki jeodezik ¢alismalar i¢in referans ylizeyinin diizlem
alinmasi durumunda projeksiyon igslemine gerek duyulmaz.

Fiziksel yeryliziindeki harita yapimina konu olan bilgiler arasinda uzunluk, alan ve
sekil (a¢1) bakimindan daima bir iliski vardir. Bu bilgiler projeksiyon yiizeyine
aktarildiginda aralarinda bulunan iligkilerin esas ylizeydeki gibi kalmasi1 beklenemez
ve iligkilerde baz1 degismeler ve bozulmalar olur. Projeksiyonda ortaya ¢ikan kagi-
nilmaz degisme ve bozulmalara “deformasyon” denir. Projeksiyon yontemlerinde
deformasyonlarin hesaplanabilme olanagi vardir.

Kiire ve elipsoid gibi yiizeylerin diizleme projeksiyonlar1 s6z konusu oldugunda
orijinal yiizey iizerindeki sekil diizleme gecirilirken mutlaka sekil, uzunluk, a¢1 ya da
alan cinsinden degisiklige ugrar. Yukarida sayilan li¢ 6zelligin bir arada korundugu
bir projeksiyon tiirii mevcut degildir.

5.1. Projeksiyonlarin Siniflandirilmasi

Degisik tiirleri bulunan ve farkli 6zellikler tagiyan harita projeksiyonlari,kullanilan
projeksiyon ylizeylerine ve projeksiyonun &zelliklerine bagli olarak iki ana gruba
ayrilarak siiflandirilir. Her grup icinde yer alan degisik projeksiyon tiirlerinden s6z
edilebilir. Harita projeksiyonlari, projeksiyonun olusumunda kullanilan yiizeylerin
cinsine gore diizlem,silindirik ve konik projeksiyonlar olmak {izere lice ayrilir. Bu
projeksiyonlardan konik projeksiyonlar en genel durumdur. Zira koninin tepe agisi
sifir alindiginda koni silindire, tepe agist 180 derece alinmasi durumunda koni
diizleme doniisiir.
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Harita projeksiyonlari, projeksiyonun ézelligine gore; a¢1 koruyan (konform), alan
koruyan,belirli dogrultularda uzunluk koruyan olarak ti¢ce ayrilir. Bir projeksiyonun
ozellikleri denince, orijinal yilizeydeki diferansiyel anlamdaki bir kiigiik bir seklin,
projeksiyon yiizeyindeki karsiliginin projeksiyon esnasinda ugradigi degisiklikleri
veren bilgiler anlasilmaktadir.

Projeksiyon yiizeylerinin referans yiizeyiyle ortak noktalarina gore de teget yiizeyli,
kesen ylizeyli ve ¢ok yiizeyli olmak tlizerede siniflandirma yapilabilir.

Asagida gesitli projeksiyonlarin siniflandirilmasi ¢izelge tizerinde gosterilmektedir.

PROJEKSIYON SISTEMLERI

KONiX PROJEXSITONLAR SILINDIRSEL PROJEXSIYONLAR OUZLEM (AZIMUTAL) PROJEXSIYONLAR
Projeksiyon yizeyi, Projehsiyon yizeyi Projeksiyon yizeyi,
yerkiireye defen yerkiireye dejen yerkireys bir S\‘}\
bir konidir. bir silindirdir. noktada defen ——*‘:{'\

Projeksiyon ylzeyleri

bir ddzlemdir. L_\ :
W i
% |

Durum

Egitagih Projeksiyonlar
Agilar cejajmer

g
i
3
E
B

Misias defijmel

o -

Egitalanli Projeksiyonlar

Niteliklerine gbre Projeksiyon Sistemleri

- X
=2 I £ 418
-
= prli
'Eg ; 3
EE AL ey igir-’*g»:h
g | TGS
2 : muj R & RS
-l L "
Egitaralikhi Koaik Projeksiyon Kare Projeksiyon Egitaralikli Projeksiyon -

Sekil-1 Cesitli Projeksiyon Tiirleri
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Harita projeksiyon yontemleri gelistirilirken orijinal yiizey iizerindeki uzunluk, alan
ve sekil (ag1) iligkilerinden bir tanesinin korunmasi istenir.

Bu durumda karsimiza ii¢ degisik harita projeksiyonu ¢ikar.

1) Uzunluk Koruyan Projeksiyonlar

Uzunluk koruyan projeksiyon kavramindan projeksiyonun her yonde uzunluk
korudugu anlasilmamalidir. Zira projeksiyon her yonde uzunluk korusaydi projek-
siyon ayni zamanda ac1 koruyan projeksiyon olacaktir. Uzunluk koruyan projeksiyon
kavramindan yalnizca bir dogrultuda uzunlugun korundugunu anlamaliyiz. Uzunluk
koruyan projeksiyonlara ornek olarak silindirik transversal bir projeksiyon olan
Ordinat Koruyan Projeksiyon (Cassini-Soldner Projeksiyonu) verilebilir. Bu
projeksiyonda Y ekseni boyunca uzunluk korunur (Bolim 17.12).

2) Ac1 Koruyan (Konform) Projeksiyonlar

Bu projeksiyon tiiriinde, uzunluk deformasyonu dogrultuya bagli olmaksizin her
yonde esit oldugundan sekillerde bozulma olmaz, agilar korunur. Gauss-Kruger
Projeksiyonu ile Lambert (Konik) Projeksiyonu ag1 koruyan projeksiyonlardir.

3) Alan Koruyan Projeksiyonlar

Alan koruyan projeksiyonda orijinal yiizeydeki alan ile projeksiyon yiizeyindeki
alan arasinda bir fark yoktur. Bu tiir projeksiyona 6rnek olarak Bonne Projeksiyonu
verilebilir.

BOHYY yatay kontrol (nirengi) noktalarinin koordinatlarmnin ii¢ derecelik Gauss-
Kriiger Projeksiyon yiizeyinde hesaplanmasi gerektigini belirtmektedir (madde-7).
Bu nedenle harita projeksiyonlarindan yalnizca Gauss-Kriiger Projeksiyonu hakkinda
Ozet bilgi verilecektir.

5.2. Kiirenin Diizleme Ordinat Koruyan
(Cassini-Soldner Projeksiyonu) Projeksiyonu

Herhangi bir projeksiyon kurali koymaksizin kiiresel meridyen dik koordinatlari
(Soldner dik koordinatlari) diizlem koordinatlar gibi isleme tabi tutulursa, kiirenin
diizleme ordinat koruyan projeksiyonu elde edilir. Bu projeksiyonda diizlem ve
kiiresel dik koordinatlar arasindaki iliski;

x=X y=Y seklindedir.
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Y2 szi

( Ay t2 )T,
S
Ax T
X2 ] ©
} Y1 P1’
X1
Kiire Yiizeyi Projeksiyon Yiizeyi

Ancak, bu sekilde projeksiyon diizlemi koordinatlari ile hesaplanan uzunluk ve
dogrultular, karsiliklar1 olan uzunluk ve dogrultulardan farkli olur. Baslangi¢
meridyenine yakin bolgelerde bu farklar dikkate alinmayacak kadar kii¢iik olmakla
beraber baslangi¢c meridyeninde uzaklasildik¢a bu farklarin dikkate alinmasi geregi
ortaya ¢ikar.

Ordinat Koruyan Projeksiyonda Uzunluk indirgemesi:
Uzunluk indirgemesi PP, biiylik daire yaymin S uzunlugu ile PI’P;dogrusunun S
uzunlugu arasindaki farktir. Uzunluk indirgemesi 8s =S —s seklinde ifade edilmistir.

S
e (v +y,p, + ¥ )cos’,

os=8—-5=-
6

Yukaridaki formiildeki t; yerine T, ve s yerine S kullanilmasi, sonucu biiyiik ol¢ilide
degistirmez. T =n/2 i¢in 8s=0 olur. Bu da projeksiyonun ordinat korudugunun bir
gostergesidir. T = 0 i¢in de &8s =max olur. Bu durumda da y, = y, olur. Ordinat
koruyan projeksiyon konform (ag¢1 koruyan) bir projeksiyon degildir.

Ordinat Koruyan Projeksiyonda Dogrultu indirgemesi:

" "

2 T T 61?32 (xl _xz)(yl +2y2)+ 61?32 (yl2 +1), +y22)Sint2 COStz
T, -1, =%(xz —x, 2y, +1,)+ 6;2 (v7 +»,3, +»] Jsint, cost,

Bu formiillerde T ve t farklarinin ¢ok kiigiik oldugu gerekgesi ile t yerine T de
kullanilabilir.
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Ordinat Koruyan Projeksiyonda Alan Indirgemesi:

Kiire iizerinde apsis ve ordinat daireleri ile sinirlandirilmis bir sekil projeksiyon
diizlemine bir dikdortgen olarak geger. Kiire yiizeyindeki F alani ile projeksiyon
ylizeyindeki f alani arasindaki fark asagidaki gibidir.

S/
F—f=—6R2 (v + 3, +22)
Ortalama bir
oty
ym 2

degeri i¢in alan farki

2

Y
F—fz—ZR2 f olur.

Ordinat Koruyan Projeksiyonda Jeodezik Temel Odevlerin Coziimii:
1. Jeodezik Temel Odev

Verilenler: Py(X,,Yy), Ty, S

Istenenler: P»(Xs, Y>), T>

Islem Adimlari:
1) Projeksiyon koordinatlar1 hesaplanir.

X1 = X yi=Y,

2) Indirgeme formiillerinde kullanilmak iizere Xy, i¢in yaklasik deger hesaplanir.

x, = x, +S5cosT, y, =y, +SsinT,

3) s ve t; i¢in indirgemeler ve diizlem degerler hesaplanir.

S
$=S8+ (77 + 2,3, + 3 Joos’ 1,

tl :T; _6632 (xz _xl)(zyl +y2)_6€32 (ylz + V), +y22)Sint1 COStl
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4) Problem diizlemde ¢oziiliir.

X, = X| + S cost; y,=y; + s sint; th=t =7

5) T, i¢in t, degerinden faydalanarak indirgeme formiilii ile degeri hesaplanir.

" "

T, =t, +6p?(xl —x, ), +2p, )+ f?(yf +y,.y, + ¥2 )sint, cost,

6)Projeksiyon kuralina gore kiiresel degerlere gecilir.

X=Xy Y=y,

4. islem adiminda bulunan kesin koordinatlar (x,,y,) kullanilarak 3. adimdaki
diizeltme degerleri yeniden hesaplanir ve degisiklik olup olmadigina bakilir. Eger
degisiklik miktar1 6nemli ise 4. Adimdaki koordinat hesab1 yeniden yapilmalidir.

Ornek:
Verilenler: Py(X,,Yy), Ty, S

X,;=-92276.440m  S=105455.230m 1 =321°56'06.09"
Y,= 82130.142m  R=6373924.115m

Istenenler: P»(X, Y>), T>
x;=X;=-92276.440 m y1=Y;=282130.142 m
X,~ X1+ S cosT; ~-9250.265 m

y2~y,+SsinT; ~ 17111.224 m

s=S5+

S
o (2 + 2,9, + 7 )cos’,

tl :T; _6;2 (xz _xl)(zyl +y2)_6€32 (y12 + V), +y22)5int1 COStl

s=S+2.264 m = 105457.494 m
t, =T —12.74" +3.47" =321°55'56.82"
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X, =X;+ s cost; =-9251.404 m
y2=y;+ s sint; = 17106.096 m

Kontrol i¢in bulunan bu x, ve y, degerleri ile s ve t; degerleri yeniden hesaplanir.

t, =T —12.74" +3.47" =321°55'56.82"
s =S+2.264m = 105457.494 m
Ayni1 indirgeme bliytikliikleri elde edildigi i¢in iterasyona gerek yoktur. Karsit semt;

" 4

T, =t, +6p?(xl —x, ), +2p, )+ %(yf +y,y, + ¥2 )sint, cost,

t, =t — 7 =141°55'56.82"
T, =t, —8.17"—3.47" = 141°55'45.18"

1. Jeodezik Temel Odev
Verilenler: Pi(X,,Y), P2(Xs5, Y>3)
Istenenler: S, Ty, T,

Bu problemde 1.Jeodezik temel problemde oldugu gibi iteratif islem gerekmez.
Islem Adimlari:

1) Projeksiyon koordinatlar1 hesaplanir.
X1 =X yi=Y
X2=X2 =Y

2) Diizlemde 2. temel problem ¢oziimii yapilir.

AX =X;5-X) Ay =y>-yi

t = arctan(%) S = JAX® + Ay? t,=t +7x
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3) Indirgemelerle kiiresel S, T, ve T, degerlerine gegilir.

S
§= S—W(yf + 3,7, + Y3 Joos’

14 14

P

L ax(2y, +y,)+ o (2 +y,p, + y2)sint, cost,

T =t+
6

2

14

P
6R’

p”
T,=t,+ TE Ax(yl +2y2)+

2 2 .
(2 + .y, +»2)sint, cost,

Ornek:

Verilenler: Pi(X,,Y), P2(Xs5, Y>3)
X;=18560.115m X,=46587.077 m
Y,=17043.856 m Y,=59433.954 m

R=6373924.115 m

Istenenler: S, Ty, T,

x;=X;=18560.115m x,=X,=46587.077 m

yi=Y,=17043.856m  y,=Y,=59433.954 m
AX = X - X,= 28026.962 m
Ay =y, - yi= 42390.098 m

t :arctan(%j S=AX’ + Ay’ t, =t +7x

t, =56°31'43.00" t, =t +7=236°3143.00"
s =+/Ax* + Ay’ =50817.625m

R)
e (2 + v, + y2)cost,

S=s5-
6

14

P
6R’

p”
L=t+ 0 Ax(2y, +y,)+

2 2 .
(yl +y)y,ty, )Sln f,cost,

14

P
6R’

p”
T,=t + T Ax(yl + 2y2)+

2 2 .
(v2 + yy, + y2)sint, cost,
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S=5-0.307m=50817.318 m

T =t +2.22"+1.88" =56°31'47.10"
T,=t,—-322"+1.88" =236°31'41.66"

Not: Projeksiyon diizlemindeki jeodezik hesaplamalar i¢in daha pratik yol tiim
Ol¢iiler(dogrultu ve kenarlar) 6nce projeksiyon diizlemine indirgenir. Gerekli biitiin
jeodezik hesaplar(kestirme, poligon hesaplar1) diizlemde yapilir. Gerekiyorsa
sonunda diizlemden kiireye gegilir.

5.3. Kiirenin Diizleme Gauss - Kriiger (Konform) Projeksiyonu

dxg=dx

Gauss-Kruger
Kire Projeksiyon
1931 yilindan beri {ilkemizde de kullanilmakta olan Gauss-Kruger Projeksiyonu
silindirik, transversal, a¢1 koruyan(konform) bir projeksiyondur. Izdiisiim yiizeyi
olan silindir, kiireye baslangi¢ olarak secilen meridyen boyunca tegettir. Bu
meridyene “baslangic meridyeni” denir. Ulkemiz genelindeki c¢alismalar igin
belirlenmis baslangi¢c meridyenleri vardir.

Bunlar 27°,30°,33°,36°,39°,42°,45° meridyenleridir.

GKP de secilen baslangic meridyeninin Gauss-Kruger projeksiyonu diizlemindeki
karsiligi X, ekseni olarak alimir. Bu durumda baslangic meridyeninde uzunluk
deformasyonu yoktur.

Gauss-Kruger projeksiyonunda x, degerleri ekvatordan baglar. Bu yiizden jeodezik dik
koordinat sisteminin baglangi¢ noktasinin ekvator {izerinde oldugu diisiiniilmelidir.
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Py baslangi¢c noktasinin Gauss-Kruger projeksiyon diizlemindeki karsiligi olarak

secilen Ponoktasindan X ekseninin karsilig1 olacak herhangi bir x, ekseni alinur.

Baslangi¢ meridyeninde uzunluk korundugundan
PK, =Pk, P,L =PoL

alinarak K;,L, noktalarmin K,,L, karsiliklari bulunur. K, L noktalarinin
karsiliklarmi bulmak i¢in K, L: noktalarindan gikilan dikler iizerinde y, ve y +dy,

degerleri kadar aliir. Bu degerler projeksiyon formiillerinden hesaplanr.

GKP konform a¢i koruyan bir projeksiyondur. Sekildeki kiire yiizeyindeki

diferansiyel KLM {iggeni ile projeksiyon diizlemindeki karsiligt K L M {i¢geninin
benzer olmalidir. Bu benzerligin olabilmesi igin,

ds _dy,  dx,
ds dy ~ dx.cosY

olmalidir.

X ler esit oldugu i¢in dx, = dx yazilabilir. Bu durumda;

d
Ve _ ! =m ( m : Olgek, diferansiyel biiyiime orani)
dy cosY
Buradan
dxg = dx

dy, = dy/cosY
cikar. Bu esitliklerin her iki tarafinin integrali alinirsa,
x =X
4

3 5

+
6R> 24R'

y, =Y+ yada y, = Rarctan h(sin %)

boylelikle jeodezik dik (Soldner) koordinatlariyla Gauss-Kruger koordinatlar
arasindaki iligki ¢ikarilmus olur.
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Jeodezik Dik (Soldner) Koordinatlardan Gauss-Kruger
Koordinatlarinin Bulunmasi

Verilenler: XY
Istenenler: xg,y,

x =X
g
3 5

+
6R> 24R'

y, =Y+ ya da y, = Rarctan h(sin %J

Ornek: Baslangic noktasi ekvatordan olan bir jeodezik dik koordinat sisteminde
koordinatlar1 X = 4183627m ve Y = 153728m olan noktanin Gauss-Kruger
projeksiyon koordinatlarini bulunuz. (R = 6373394m)

xg= X = 4183627m
yg= 153728 +0.014906 + 0.000002 = 153742.908 m

Gauss- Kruger Koordinatlarindan Jeodezik Dik (Soldner)
Koordinatlarinin Bulunmasi

Verilenler: xg, yg
Istenenler: X, Y
X=X
g

3 5
vy
Y=y — 2% 4 -¢ ada
Ye Tor? T 24R* Y

Y =R arcsin (tanh }l]{_g)

Ornek: Gauss-Kruger koordinatlar1 xg = 4183627 m ve yg = 153742.908 m olan
noktanin jeodezik dik koordinatlarini hesaplayiniz.
X =xg=4183627 m

3 5

— +
6R*> 24R*

Y=yg

Y =153742.908m - 14.9105m + 0.0022m
Y =153727.9997 m = 153728 m
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5.4. Kiiresel Cografi Koordinatlardan Gauss-Kriiger
Koordinatlarinin Hesab

Bir P noktasinin (¢, A) kiiresel cografi koordinatlar1 bilinmektedir. Bu noktanin A,

boylam baslangicina gére Gauss- Kriiger (X, y) koordinatlar1 istenmektedir. Boylam

farki olarak,

h=AL=2, -1,

Kiiresel meridyen sistemi dik koordinatlar1 cinsinden projeksiyon esitligi,

x =X
.Y
y = R arctanh (sin—)
R
ve
X=X
Y =R arcsin (tanh l)
R
Kiire iizerinde meridyen sistemi dik koordinatlari, cografi koordinatlar cinsinden,

tang

X =R arctan ( )
COSA

Y =R arcsin (sinA cos¢)
seklindedir. Bu degerler x ve y’li esitliklerde yerine konulursa,

tang

x = R arctan( )
COSA

y = R arctanh (sin\ cos@)

olur.
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Gauss- Kriiger Koordinatlardan Kiiresel Cografi Koordinatlarin Hesab1

Kiiresel cografi koordinatlar kiiresel meridyen dik koordinatlar1 cinsinden,
= arcsin(sinE cos X)
v R R
Y
tan —

R
<)

COS —

A = arctan(

Gauss- Kriiger koordinatlar1 cinsinden,

. X
SIHE
)

cosh =
R

@ = arcsin(

sinhl}{/
" )

COS—
R

A = arctan(

Ornek 1:

Verilenler: Kiiresel cografi koordinatlar
0=38°12'24.16" 1 =31°10"29.22" olarak veriliyor.

Istenenler: Lo = 30° sistemindeki (x, y) Gauss- Kriiger koordinatlar
R =6373924.115 m

A=AL=A-%, =1°10"29.22"
tang

x = R arctan( ) =4250993.561m

COSA
y =R arctanh (sinA cos@) =102695.782 m

Ornek 2:

Verilenler: Bir noktanin A =30° sisteminde Gauss- Kriiger koordinatlari

x =4250993.561 m y = 102695.782 m olarak veriliyor
R =6373924.115 m
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Istenenler: (¢, L) kiiresel cografi koordinatlar

sin—
¢ = arcsin(—=—) =38° 12/ 24.16"
cosh
R

sinhl
Ry —1010729.22"
COSi

R

A = arctan(

Gauss-Kruger Projeksiyonunda Uzunluk Deformasyonu

Gauss-Kruger projeksiyonunda her yonde uzunluk deformasyonu esit oldugundan
(ac1 koruyan) olma 6zelligi nedeniyle 6lgek;

Y* 5y°
m=Il+——+ ;

2R°  24R

. . olur.
m=1+—"-+ "

2R°  24R

Projeksiyon yiiziindeki kenar her zaman yeryiiziindeki (kiire yiizeyindeki) karsi-
ligindan biiytktiir.

5, =S—s=——

s e (Y, +y.Y,+Y3)

2
5, =S-s=-82n
2R
Gauss- Kruger Projeksiyonunda (Aciklik Acis1) Dogrultu indirgemesi

Yeryliziindeki aciklik agisiyla projeksiyon diizlemindeki karsilig1 arasindaki farka
aciklik acgis1 rediiksiyonu denir ve

5, =Tt

seklinde gosterilir.

P P
81 = T1 _t1 = 4R2 (Xz _X1)(yZ +Y1)_ 12R2 (Xz _X1)(yZ _Y1)
82:’1—‘2_t2: P (X1_X2)(Y1+yZ)_ P (X1_X2)(YI_YZ)
4R 12R?
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Bu formiiller daha kisa olacak sekilde asagidaki gibi tek terimde yazilabilir.

2

0, =T —t, = 612 Ax(2y, +vy,) N
X=X, —X,

3, =T, —t, :_6122 Ax(y, +2y,)

tizerinde hesap yapilan kenarlar kisa ise rediiksiyon bagintilar1 daha basit bigime
dontstiiriilebilir. y; ve y, yerine bunlarin ortalama degeri,

V. Y Y ahnirsa
2
P
T -t = TE y,. A
P
T,-t,=- Ax
2 2 2R2 Ym

Gauss -Kruger Projeksiyonunda Alan Rediiksiyonu
Kiire yiizeyindeki F alam ile projeksiyon ylizeyindeki f alam arasindaki fark

asagidaki gibidir.

Fofo gVt VY HY
3R’

2
F—f:—f%g

Gauss -Kruger Projeksiyonunda Jeodezik Temel Odevlerin Coziimii

I. Jeodezik Temel Odevin Coziimii

Verilenler: P(X;, Y;), T ve S
Istenenler: P»(Xs, Y>), T>

Ordinat koruyan projeksiyonda oldugu gibi Gauss-Kruger projeksiyonda 1. Jeodezik
temel ddevlerin ¢oziimii icin bir iteratif islem s6z konusudur. Islem adimlari;

1) Projeksiyon koordinatlar1 hesaplanir.

x, =X

1

Y] Y

1 1

+7
6R* 24R*

YI:Y1+

y, = R *arctanh(sin ;2)
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2) Indirgeme formiilleri i¢in X,, y,’nin yaklasik degerleri hesaplanir.

X, =X, +3S.cosT,

y, =y, +S.sinT,
3) s ve t; i¢in indirgemeleri ve diizlem degerleri hesaplanir.

S

s=S+
6R’

(Y, +y.y,+Y3)

4

t =T — P Ax(2y, +Yy,)

)

4) Problem diizlemde ¢oziiliir
X, =X, +S.cost,
y, =Y, +s.sint,

Bu adimdan sonra x,, y, degerleri ile 3. adima doniilerek uzunluk ve dogrultu
indirgemeleri formiilleri ile s; ve t; degerleri yeniden hesaplanir. Eger de8isme
yoksa 5. adima gegilir.

5) T, i¢in t, degerinden yararlanarak indirgeme formiilleriyle degeri hesaplanir.

t, =t +m

T, =t, —%Ax(yl +2y,)

6) Projeksiyon kurallarina gore kiiresel degerlere gecilir.

Ornek:
Verilenler:
X1 =-92276.440 m Y, =82130.142 m
S =105455.230 m T, =3210 56" 06.09"

[stenenler: X,, Y, ve T,
X, =X, =-92276.440 m

. —

y, = R *arctanh(sin %) =82132.415m
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X, =X, +ScosT, =-9250.265m
y, =y, +SsinT, =17113.497m

S
R (Y, +y.y,+Y3)

s=S+3.653=105458.883m

14

t, =T - 6[])5{ Ax(2y, +y,)

s=S+

2
t, =T, —12.74"
t, =321° 55'53.35"
X, =X, +scost, =-9251.405 m
y, =Yy, +scost, =17106.116 m

Bu adimdan sonra son bulunan x,, y, degerleri kullanilarak indirgeme esitlikleri ile
s ve t; degerleri yeniden hesaplanir.

s =S+3.653 m =105458.883 m
t, =T, —12.74" =321° 55'53.35"

yani degerler degismemistir. O halde x, ve y; i¢in yapilan diizlem hesap sonucu
bulunan degerler kesin degerlerdir. Son olarak kars1 noktadaki semt hesaplanir.

t, =t +m=141°55'53.35"

p 4

T =t, - R Ax(y, +2y,)=t,—8.17
T, =141° 55" 45.18"

istenirse projeksiyon kuralina gore kiiresel koordinatlar hesaplanir.

X, =x,=-9251.405m

Y, = Rarcsin(tanh %) =17106.096 m

Gauss-Kruger Projeksiyonda Il. Jeodezik Temel Odevin Coziimii
Verilenler: P (X, Y1), P> (X3, Y>)

[stenenler: S, T, ve T,
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Bu problemlerin ¢oziimiinde 1. Jeodezik temel 6devinde oldugu gibi iteratif isleme
gereksinim duyulmaz. Oncelikle projeksiyon koordinatlari hesaplanir. Problem
diizlemde ¢oziiliir ve elde edilen diizlem hesap sonuc¢larindan indirgemelerle kiiresel
karsiliklarina gegilir. Islem adimlar1 asagida aciklanmustir.

1) Projeksiyon koordinatlar1 hesaplanir.

Y
X, =X, y, = R arctanh (sin E‘)
.Y,
X, =X, y, = Rarctanh (sin K)

2) Diizlemde II. temel problem ¢6ziimii yapilir.

AX=X2—X1 AYZY2_Y1

t, = arctan (%) s =4JAX® + Ay’
X

t,=t xm

3) Indirgemelerle kiiresel S, T, ve T, degerlerine gegilir.

S
6R

S=s———(y; +y,¥, +Y¥3)

4

p
T =t + R Ax(2y, +y,)

p”
T, =t, —kWAx(yl +2y,)
Ornek:
Verilenler:
X, =-92276.440 m X, =-9251.405m
Y, =82130.142m Y, =17106.096 m

R =6373924.115m
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x, =X, =-92276.440 m
Y

y, =R arctanh (sinE‘) =82132.415m

x, =X, =-9251.405m

.Y
y, =R arctanh(smf) =17106.116 m

AX=X2—X1 AYZY2_Y1
t = arctan(ﬂ) =321° 55'53.35"
Ax

s=4Ax’ + Ay’ =105458.883 m

t,=t, +m=141°55'53.35"

S

6R
S=5-3.653m=105455.230m

S=s———(y; +y,¥,+Y3)

T =t, +%Ax(2yl +y,)=t, +12.74" =321° 56' 06.09"

n

T, =t, +%Ax(yl +2y,)=t, —8.17" =141° 55'45.18"

5.5. Ordinat Koruyan ve Gauss-Kriiger Projeksiyonlarin
Karsilastirilmasi

Kiiresel dik koordinatlardan hareket edildiginde ordinat koruyan projeksiyon biiyiik
kolaylik saglar. Ciinkii kiiresel dik koordinatlarla projeksiyon koordinatlari ayni
sayisal degerlere esittir. Bu kolaylik sebebiyle ordinat koruyan projeksiyon gegen
yiizy1lda genis kullanim alan1 bulmustur. Indirgemeler acisindan karsilastirildiginda
durum soyledir [16]:

Uzunluk indirgemesi

s
6R’

Ordinat koruyan projeksiyonda; S—s = — (y: +y,y, +y3)cos’t,
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s
6R’

Gauss- Kriiger projeksiyonunda; S—s = — (Vi +y,y,+V3)

Goriildiigii gibi her iki formiiliin yapis1 da ayni fakat Gauss-Kriiger projeksiyonunda
cos’t carpam yoktur. Bu demektir ki Gauss-Kriiger projeksiyonundaki uzunluk
indirgemesi her zaman i¢in ordinat koruyan projeksiyonundakinin maksimumudur.
Buna karsilik Gauss-Kriiger projeksiyonunda uzunluk indirgemesi dogrultudan
bagimsiz oldugu i¢in daha basit sekilde hesaplanir.

1 km’lik bir kiiresel kenar Gauss- Kriiger projeksiyonunda,
y=90kmi¢cin — 10 cm
y =125 km i¢in - 20 cm

y =200 km i¢in — 50 cm uzamus olur.

Alan indirgemesi

f

Ordinat koruyan projeksiyonda; F—f = — —E (Vi +y,y,+V3)
f

Gauss- Kriiger projeksiyonunda; F—f = — Y (Yi+y,y,+V3)

Formiillerden goriildiigii gibi ordinat koruyan projeksiyondaki alan indirgemesi
Gauss-Kriiger projeksiyonundakinin yaris1 kadardir. Ancak her iki projeksiyonda da
bu indirgeme biiyiikliikleri kabul edilen hata sinirlarinin altinda kalir. Bu sebepten
dolay1 sadece ¢ok biiyiik alanlarin hesabinda bu indirgemeler dikkate alinir.

Dogrultu indirgemesi

Ordinat koruyan projeksiyonda;

" "

T -t = 6; Ax 2y, +Y,) +%(Y12 +Yy,y, +y,)sint cost,

2

Gauss- Kriiger projeksiyonunda;

4

T —t, = 6‘}; AX 2y, +Y,)

2

goriildiigli gibi ordinat koruyan projeksiyonda biiylik deger ikinci terimdedir.
Gauss-Kriiger projeksiyonunda bu terim yoktur. O halde Gauss- Kriiger projeksi-
yonunda dogrultu indirgemesi Ozellikle kisa kenarlarda daha kii¢lik olmaktadir.
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Kiirede 1. jeodezik temel problemlerin hem ordinat koruyan hem de Gauss-Kriiger
projeksiyonla ¢oziimiinde kiiresel sonuglar yani P, noktasinin kiiresel dik koordi-
natlar1 ve T, semti her iki yontemde ayn1 olup,

X, =-9251.405 m
Y, =17106.096 m
T, =1410 55" 45.18"

degerleri bulunmustur. Fakat hesap adimlari i¢inde ara degerleri her iki projeksiyon
tirtindeki diizlem s, y,, t; ve t, degerleri farklidir. Cilinkii bu diizlem degerlerin
karsiliklari ile iligkilerini saglayan indirgeme formiilleri farklidir. Degerler asagidaki
tabloda verilmistir.

Ordinat koruyan Gauss- Kriiger
projeksiyon projeksiyon
S 105457.494 m 105458.883 m
t 3210 55’ 56.82" 3210 55’ 53.55”
Y2 17106.096 m 17106.116 m
X, Her ikisinde de aynidir ( x = X))
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